1 Enunciado

La longitud y el diametro de una barra { )
“y s . . *
cilindrica de wolframio o tungsteno \

(W) son el doble que los de otra barra
de aluminio (Al). En ambos casos, la —_— Al OO

longitud de la barra es mucho mayor
que su diametro. Los extremos de Vy
ambas estan conectados a los bornes o —l

polos de una bateria de fuerza

electromotriz V|, y resistencia interna despreciable, constituyendo una
asoclacion de resistencias en paralelo. Sabiendo que la conductividad eléctrica

del aluminio es practicamente el doble que la del tungsteno, determine las
relaciones entre las siguientes magnitudes:

1. Resistencias eléctricas de las barras e intensidades de corriente.
2. Densidad de corriente e intensidad del campo eléctrico en el interior de
los conductores.

2 Solucidon
2.1 Consideraciones generales

Comenzaremos con un planteamiento general del problema, repasando los
diversos conceptos, ideas y resultados que pueden ser utilizados para resolver
este ejercicio.

Para que las barras de tungsteno (conductor “1”) y aluminio (conductor “2”),
estén conectados en paralelo, sus respectivos extremos Ay C deben ser
equipotenciales, asi como los extremos By D de dichas barras. De esta forma,
cuando la asociacién descrita se conecta a un generador caracterizado por una
fuerza electromotriz £ — |/, y resistencia interna despreciable (nula en el caso
ideal), entre los extremos de ambas barras existira la misma diferencia de
potencial constante en el tiempo, que sera:

Rew=0 = Vi—Va=Vo—-Vp=V

Esta diferencial de potencial esta intrinsecamente relacionada con la
existencia un campo eléctrico que, en el interior de las barras “1” y “2” (medios
6hmicos de conductividades o, y 7,,, respectivamente), producira corrientes
eléctricas estacionarias descritas por sendas distribuciones volumétricas J;(r)

y Ja(r).
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En el enunciado se indica que las longitudes de las barras son mucho mayores
que sus respectivos diametros, lo cual podemos interpretar como que sus
secciones son lo suficientemente pequenas como para poder aplicar la
aproximacion de conductores filiformes. Es decir, podemos considerar que las
corrientes se distribuyen de manera uniforme en cada seccion transversal de
ambos conductores y que éstas van a ser equipotenciales. Como en el
enunciado no se indica lo contrario, consideramos que las areas S; y S, de

dichas secciones transversales no cambian a lo largo del correspondiente
conductor. De esta forma, siI; e I son las respectivas intensidades de corriente

estacionaria en las barras, se tendra:

Si

-

Ademas, las densidades de corriente en cada punto tendran la direccién
tangente al conductor en dicho punto. En el caso que nos ocupa, y tal como
aparece en la figura, se considera que las barras conductoras son rectilineas. Si
u; y up son sendos vectores unitarios de direcciones constantes paralelas a las
barras, se tendra que:

J.,:'('ISZ /|J,|dﬁq’f—h|},
Jg,
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Hay que senalar que, en el caso de conductores rectilineos, en que las
distruciones de corriente estacionarias son constante en direccion y sentido,
las anteriores soluciones son exactas.

Las lineas de los anteriores campos vectoriales en el interior de las barras
constituyen sendos tubos de corrientes cuya resistencia eléctrica se define
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como la relacién entre la diferencia de potencial a que estan sometidas, y la
intensidad que recorre cada una de las barras. En el caso de conductores
filiformes (o de distribuciones uniformes de corrientes rectilineas) en medios
homogéneos de seccidn constante, el valor de la resistencia eléctrica es:

i :
 Vace—-Vep L

= I; B a; S;

Recordemos como se obtiene tal resultado, calculando la diferencia de
potencial entre los extremos de cada conductor/tubo de corriente a lo largo de
sendos caminos paralelos a las barras y por el interior éstas:

dr; = dl w;
B.D BD |
] = Vac—Vap= [ E;(r) dr; = [ ~_dI
E:(r) = = JAac Jao i85
: o

Y puesto que la conductividad es constante en cada medio, y la seccién y la
intensidad de las corrientes estacionarias son constante a lo largo de cada
tubo, se obtiene

B
Vy—Vg = /dh hIFRm
JA

f}-“_. w2
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Voo —Vp = EJ/M=LEE=m5
T q 0 ﬁ_i".l [
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2.2 Relaciones entre las resistencias y las intensidades en los dos
conductores

En el enunciado se indica que la longitud y el diametro de la barra “1” son el
doble que las de la barra “2”; en consecuencia, la seccién de la barra de
tungsteno es cuatro veces mayor que la de aluminio. Ademas, la conductividad
de éste material es practicamente el doble que la del tungsteno. Por tanto, la
relacion entre las resistencia eléctricas de ambos conductores sera:

Ly =2L, )
d 2 f) 2 2 L Sr

g =Tdt_ m@h); o b B Lo
4 4 Rg Lgf,'r'“_.ﬂl

T, =2a

Al W E

Es decir, ambas barras tienen la misma resistencia eléctrica,
aproximadamente. Por tanto, si entre sus extremos se establece la misma



diferencia de potencial, las intensidades de corriente estacionaria que las
recorran seran también practicamente iguales:

L W/R R
=V =Voe-Vp=V, = L_ 20/ 2

L Vo/Ry Ry

2.3 Relaciones entre las densidades de corriente y los campos en los dos
conductores

Silas intensidades de corriente que recorren ambos conductores son las
mismas, la relacién entre las densidades de corriente que existen en ambos
medios estaran determinadas por las secciones de las barras:

\Jo| — L/S: T S5 4

Finalmente, la relacién entre las intensidades del campo eléctrico en cada una
de las barras estara determinada por la anterior relacién y por la que guardan
las conductividades de los medios:

|El| _ |Jl|x’ff}-w _ |Jl| T _
|E?| |J2|."'III"'TA[ |‘]?| T

g | =

Obsérvese que este mismo resultado puede obtenerse teniendo en cuenta que
si las densidades de corriente en el interior de las barras son uniformes, los
correspondientes campos eléctricos también deben serlo y que, ademas, la
circullaciéon de éstos a lo largo de los conductores debe ser, en ambos casos,
igual al valor V.
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1 Enunciado

Un hilo de cobre de seccioén circular cuyo didmetro es § = 1 mm, Se enrolla de forma
compacta para formar una bobina cilindrica recta de radio 5 — 18 mm Y 400 espiras,
todas ellas perpendiculares al eje de la bobina. Esta se conecta a un generador
caracterizado por una fuerza electromotriz £, = 2V, con una resistencia interna

R, = 10 £}, conectada en paralelo con el dispositivo f.e.m ideal.

1. Calcule la resistencia eléctrica R de la
bobina y las intensidades I, e I de las

corrientes estacionarias que se establecen
en el sistema. Calcule también la cantidad
de calor generada por unidad de tiempo
por dichas corrientes.

2. Determine el campo magnético creado por
la corriente de la bobina. Obtenga la
expresion del coeficiente de
autoinduccioén L de la bobina en funcién
de los parametros geométricos del
sistema, y calcule el valor de L para los
datos proporcionados.

3. Tras conectar el generador a la bobina, en ésta no se establece la corriente
estacionaria I;, de forma inmediata, sino que verifica un proceso transitorio para

t > (0, en el cudl la intensidad varia segun la ley exponencial:
I(t) = I (1 — e“-’“-r), siendo t = L/ R. Obtenga la expresién que describe cémo

varia en el tiempo la senal de tensién V(t) = V4 — Vg que registra un voltimetro

conectado, tal como se indica en la figura, a los extremos de una anilla
conductora incompleta de radio 2a / 3 y que se encuentra en un plano
perpendicular al eje de la bobina.

4. En el instante ty = 1, ;qué fraccion de la potencia suministrada por el generador a

la bobina no se disipa en forma de calor? ;Qué ocurre con la energia no disipada?
Datos: ju, = 47 x 107" H/m; pey = 0.17 x 1070 m.
2 Solucioén
2.1 Corrientes estacionarias en el sistema

2.1.1 Resistencia eléctrica de la bobina

La bobina consiste en un hilo conductor enrollado, formando 400 espiras circulares.
Por tanto, su resistencia eléctrica es la de dicho hilo de cobre. Obviamente, es posible
aplicar la aproximacién de conductor filiforme, de manera que la resistencia eléctrica
sera proporcional a la longitud total del hilo, |, e inversamente proporcional a su
seccidn S; la constante de proporcionalidad es la resistividad del cobre. Teniendo en
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cuenta como se relacionan [ y S con los parametros geomeétricos indicados en el
enunciado y los valores de éstos, se tiene:

[ 2ra N SaN

— = w T o = = W =
IS P - {(sl,"llg}z R P 1Q

R = PCu (52

2.1.2 Intensidades de corrientes estacionarias

Como la bobina tiene una autoinduccién L de £>> ()
valor significativo y, por tanto, no - I:‘}
despreciable, se tendra que una corriente ' —0—<4—
eléctrica I, recorriendo dicha bobina, daria i
t

lugar a la existencia de un flujo magnético no
nulo, ®,, a través de sus N espiras. Cuando el

sistema alcanza el estado estacionario, todas R=1Q)
las magnitudes eléctricas y magnéticas son

constantes en el tiempo, por lo que no existira

una fuerza electromotriz inducida en el

circuito, o una caida de tensién extra en la -
bobina debida a su autoinduccién. En F | p_g_eﬂgrgd_{}l )
consecuencia, el modelo circuital del sistema

en el estado estacionario consiste en la resistencia eléctrica R del hilo que forma la
bobina, conectada a la fuente de potencial fijo que, como se indica en la figura del
enunciado, se modela mendiante una f.e.m. ideal constante £, con una

resistencia R, conectada en paralelo.

B

=S
|
I

Obsérvese que la f.e.m. ideal fuerza a que la diferencia de potencial entre los

puntos Cy D,y entre Ey F, sea £, en ambos casos. Por otra parte, dichas diferencias
de potencial deben ser proporcionales a las intensidades de corriente que recorren la
bobina (1), y la resistencia interna del generador (Iy). Las constantes de

proporcionalidad son las resistencias eléctricas R y Ry, respectivamente. Aplicando la

segunda ley de Kirchoff, primero en la malla formada por la f.e.m. ideal y la
resistencia interna del generador, y luego en la formada por la f.e.m. y la resistencia
eléctrica de la bobina, se tendra:

Eo=Ve—-Vo =R, I, = I, = =0,2A

Eo=Ve—-Ve=REL = |1 = % ~2,0A
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Si aplicamos la primera ley de Kirchoff en el nodo C del circuito, obtenemos la
intensidad Iyde la corriente eléctrica total suministrada por la f.e.m. ideal del

generador cuando el sistema alcanza el estado estacionario:

Ig-FIh-F(—I{}}:U = --Erl[]l:-'i(,f:,r_“‘jrhnmz.--Zﬂ1L

2.1.3 Potencia disipada

Al considerar el hilo de cobre como medio éhmico y, por tanto, con resistividad y
resistencia eléctrica no nula, se tendra que el paso de una corriente eléctrica
estacionaria implica una disipacién continua de energia que, por efecto Joule, se
transforma en calor. Como se sabe, la cantidad de energia disipada por unidad de
tiempo (potencia), en la bobina es proporcional al cuadrado de la intensidad de la
corriente que la recorre, siendo la constante de proporcionalidad la resistencia
eléctrica del elemento:

dQ) , dQ
. =Pon - h = =-P.on '."“u"‘ll J
flfJR ! JR R, flfJR : JR 0w

En cuanto a la resistencia interna del generador, se trata de un elemento que permite
modelar el hecho de que no toda la energia (de la naturaleza que sea) transformada en
la fuente de potencial constante, es suministrada por éste dispositivo en forma de
energia de energia eléctrica: parte de esa energia es disipada dentro del propio
generador. La resistencia interna del generador es un parametro R, de valor tal que la

potencia disipada (energia por unidad de tiempo) en dicho disipositivo, en régimen
estacionario, es:

Rnsjgm, = Ry fé = Py gon = 04 W

Conviene tener presente que la disipacién de energia en la resistencia equivalente del
generador no va a consistir so6lo en la tranformacion en calor: ademas de este
mecanismo pueden intervernir otros, como la creaciéon de vibraciones, ruido, etc.

2.2 Propiedades magnéticas

2.2.1 Campo magnético de corrientes estacionarias

Para calcular el campo magnético creado por la corriente estacionaria de

intensidad I;, que recorre la bobina, ha de seguirse un procedimiento similar al del
ejercicio que puede encontrarse en este enlace. En el enunciado se indica que las
espiras que conforman la bobina estan enrolladas de forma compacta, y puesto que el
diametro del hilo es §, 1a longitud total I del solenoide es:

[=N§=400mm > a
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Es decir, lo suficientemente grande frente al
diametro de la bobina como para poder
considerar la aproximacion de bobina larga de
seccién uniforme, segun la cudl el campo
magnético es intenso y practicamente
uniforme (constante) en el interior, y nulo en el
exterior. Asi, tomando como direccién OZ el eje
de la bobina cilindrica, con el hilo conductor
enrollado de manera que la corriente eléctrica
recorre la bobina en sentido horario, se tendra
que el campo magnético creado por dicha
corriente es:

—pgn Iy k = Byy;  en el interior de la bobina
B(r) ~

0; en el exterior de la bobina

Obsérvese que el enrollamiento del cable en sentido horario respecto del eje OZ, tiene
como consecuencia que cuando la corriente eléctrica recorre la bobina en dicho
sentido, el sentido del campo magnético es opuesto al del dicho eje. Por otra parte, el
parametro n es la densidad lineal de espiras; es decir, el numero total N dividido por la
longitud total I del solenoide:

N

n =

1 .
= E = ].ﬂ'% 111_1' = Bint. = _Bint. k con Bi"'- -

2.2.2 Autoinduccion de la bobina

Como se sabe, la autoinduccion de la bobinaT, es el parametro

geométrico L caracteristico de la relacién lineal existente entre la intensidad de
corriente eléctrica que recorre la bobina y el flujo del campo magnético creado por
dicha corriente, a través de una superficie T que se apoya en las N espiras de la
bobina:

B, = [B dS=L1,

Segun vimos en el anterior subapartado, sélo contribuira a dicho flujo el campo

magnético uniforme B;,; que existe en el interior del solenoide. Y como las N espiras
son idénticas, de area g — ;42 ¥ estan situadas en planos paralelos perpendiculares
al vector k, el flujo total a través de la bobina sera (aproximadamente) igual a N veces
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el flujo a través de una de las espiras. Por otra parte, al estar el hilo enrollado en
sentido horario, se tendra que dS = d5 (—k), de manera que,

r 2
(I)THJ b - /Bds = .'/Bim_{ls — (I):rnJE ~ N H{::gjh /flS = M+M Ih
= g <

N po 7 a?

L = 5

~ 512 uH

2.3 Tensioén en la espira
2.3.1 Flujo magnético en la espira

Consideremos que la bobina es recorrida por una corriente eléctrica de intensidad
variable en el tiempo, I(t). Si esta variacién no es muy rapida, lo cual se asume en el
sistema bajo estudio, el tinico efecto significativo es que el campo magnético creado
por dicha corriente va a ser despreciable en el exterior de la bobina, y uniforme e
intenso en el interior. Es decir, presenta una configuracién espacial similar a la del
campo creado por la corriente estacionaria, solo que ahora, el campo en el interior no
es constante y presenta la misma variacion que la intensidad de la corriente:

—ponI(t)k = —pgn I (1 - e_”"r) k = B(t); en el interior de la bobina

B(r;t) ~
0; en el exterior de la bobina
ZA
B() S
I(t) Z
2a/3 4
B(7)
sentido
circulacion

La espira abierta circular [, de radio 2a /3 y colocada en el interior de la bobina, se
encuentra sometida al campo magnético uniforme y variable B(t). El flujo magnetico
a través de dicha espira se calcula tomando cualquier superficie que se apoye en JI].
Habida cuenta de que esta espira se encuentra contenida en un plano horizontal,
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perpendicular al eje OZ, al cual es paralelo el campo magnético, tomamos como
superficie para calcular el flujo al disco IT cuyo borde coincide con la espira:

@, = [H B(t) - dS

da’mpyn
== (I)mJ n- —ﬂ{}?l.{(f} /1:[(151 = _T

dSJ g =dSk

Obsérvense que la eleccion del elemento de superficie implica medir flujos
mangéticos positivos cuando el campo magnético atraviesa Il en el sentido del eje OZ;
por tanto la corriente circulando por la bobina en el sentido horario producira un flujo
negativo en la espira abierta.

It) >0 = ®,|;3=>0
2.3.2 Aplicacion de la ley de Faraday

Por otra parte, el hecho de que el flujo magnético a través de la espira sea variable en
el tiempo, dard lugar a la apariciéon de una fuerza electromotriz inducida en dicha
espira J[1. Segun las leyes de induccién electromagnética, esta fuerza electromotriz
inducida es opuesta a la variacién instantanea del flujo magnético:

—fl."l‘l'
b=

rl(IJmJ daPmpgn dI(t)  dampgn
1

gim ot
lJ on dt 9 dt 971

Teniendo en cuenta la existencia de esta Unica fuerza electromotriz y que la espira es
un medio 6hmico que tendra un (pequena) resistencia eléctrica, Rsq ~ (), podemos
construir un circuito equivalente en el que se debera cumplir la segunda ley de
Kirchoff; es decir, en la malla constituida por la espira 1], la suma de todas las
fuerzas electromotrices debe ser igual a la suma de todas las caidas de tension.
Notese que como la espira esta abierta, entre los extremos A y B existira, en general,
una caida de tensién que mediremos con el voltimetro colocado de manera que su
lectura sea V(t) = V4 — Vg. Es fundamental tener en cuenta que tanto las caidas de

tensién como las f.e.m. se calculan matematicamente cono circulaciones del campo
eléctrico, y que el sentido de éstas debe ser compatible con el sentido adoptado para
medir el flujo magnético: al tomar dS || en el sentido del eje OZ, las circulaciones se

han de realizar en sentido antihorario.

Con toda esta informacioén, construimos el siguiente
circuito equivalente, por el que no puede circular corriente
eléctrica al encontrarse abierto. En consecuencia, la
ecuacion del circuito determina que la sefial medida por el
voltimetro va a ser exactamente igual a la f.e.m. inducida
por la variacion del flujo magnético:
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[Z &= 1{,-] — Eind) gy = Bon L +Va— Vg = V(t)
f=in)

i J =0

da’mpugn R e Aadmpgn
= — jrh e J = —

—tjT
07 oL 0°

= V(1)

Y si expresamos la autoinduccién de la bobina en términos de los parametros
aportados como datos en el enunciado, se obtiene que la sefial de tensién medida por
el voltimetro presenta un comportamiento exponencial decreciente:

4 &
Vo = ~2.2mV
, " 9N '
V(t)=Vye ™, con
L
T= R =~ (), hms

2.4 Balance energético en la bobina
2.4.1 Ecuaciones para el estado transitorio

Volvamos a considerar el sistema formado por el generador y la bobina, pero ahora en
el régimen transitorio considerado en el apartado anterior. Ahora, el campo
magnético variable en el tiempo generado en el interior de la bobina cuando ésta es
recorrida por la corriente de intensidad [(t) = I, (1 — e‘”‘r) , da lugar a un flujo

magnético que variable en el tiempo que, en virtud de la ley de Faraday, se traduce en
una fuerza electromotriz inducida en la bobina.

Como acabamos de ver, este mismo campo campo magnético variable inducia una
f.e.m. en la espira JI1, situada en el interior de la bobina, pero como dicha espira
estaba abierta, no la recorria ninguna corriente eléctrica y, por tanto, no modifica el
campo magnético B(¢) calculado en el subapartado 2.3.1. En consecuencia, el flujo
magnético a través de las N espiras de la bobina sera proporcional a la intensidad I(¢),
siendo la constante de proporcionalidad la autoinduccién L calculada en 2.2.2:

®Mv=/BMwﬂ=LHﬂ

Por tanto, en el proceso transitorio existe una f.e.m. inducida en la bobina cuyo valor
es:

AP, dI(t
gi"dJr"jE = - J S— |: )

— _I.f f‘
dt di o(t)

... Y que modifica el circuito equivalente construido en el subapartado 2.1.2 para
modelar el sistema formado por la bobina y el generador en el régimen estacionario.
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Realmente, sélo se modifica la rama del circuito correspondiente a la bobina, en la
que hay que introducir la f.e.m. inducida, de manera que en la malla formada por
aquélla y por la f.e.m. ideal, se verifique la segunda ley de Kirchoff incluyendo la
Ei,.dj v - 0 la caida de tension Vi(t) en el elemento llamado autoinduccion. Es decir,

podemos utilizar cualquiera de los dos modelos siguientes:

£ o C L oI C
—T— | n — |
| |
| 1y(?) I, | V.(6)S L I() 11, |
|
:—é} g | ... 0 bien... N —EJ § |
T K3 + T %3
| | VOSSR |
| | - |
I h, | / |
r generador D | r _generador D |
... que estan caracterizados por idénticas ecuaciones:
; d/(t)
Eo+ Eina| o5 = Va(t) = RI(t) Eo=Vi(t)+ Vr(t) = L + RI(t)
.. 0 bien... dt
S'[]'=REIE g{}zRgfg

2.4.2 Potencia suministrada y disipada

La potencial instantanea suministrada por el generador a la bobina es igual al
producto de la intensidad de la corriente eléctrica que entra en la bobina por la
tensioén o voltage entre sus extremos E y F. Esta potencia en el instante t = T es:

Pfﬂllll[f = T) = [ J:':" - I'f_F} -”T} = g{} Ihlf]. - E_L}

La potencia disipada en la bobina por efecto Joule (en forma de calor), en dicho
instante es igual a la resistencia eléctrica de dicho dispositivo, multiplicada por el
cuadrado de la intensidad de la corriente eléctrica:

P.lou(f - T} = RIE(T} - RI}?(I — E_L)E

Por tanto, la fraccién de potencia sumistrada en el instante t que NO se disipa por
efecto Joule en la bobina sera:

P=mm - P.lou Rjrh —1 1 p, .
_ =1—-———1—¢ = —=0,37T=3T%
psum J f —— ( ‘ ) £ : [

g{}

2.4.3 Energia no disipada
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La cantidad de energia suministrada que no se disipa por efecto Joule desde el
instante inicial hasta el instante propuesto, t = 1, puede calcularse integrando en este
intervalo la potencia no disipada. En un instante arbitrario ¢, esta potencia no
disipada es:

Pm(f} - Psmm(f) - Plou[f) - &}Iﬁ) - sz(f)

Pero utilizando las ecuaciones del subapartado anterior, se obtiene que la potencia
instantanea no disipada es...

dI(t) Ld

-F'm(f) - Pﬂum(f} - Plou{f} =L Il:f) dr - EE [12“)]

... y la energia no disipada en el intervalo de tiempo (0,7):

. T L [
H;'”FJ{}_,T = /{; P, dt = 5 / d [12[4"}] —

= J)

SR (1—e ) 406 )

Esta cantidad de energia suministrada y no disipada por efecto Joule, queda
almacenada en la bobina, constituyendo el soporte fisico del campo magnético B(r)

que hay en el interior de la bobina en el instante .
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1 Enunciado

Una bobina gy, de resistencia eléctrica gy autoinduccién j, esta
formada por N espiras circulares idénticas de radio g, todas
perpendiculares al eje OZ que pasa por sus centros. La espira esta
cortocircuitada y sometida a un campo magnético externo uniforme
y variable en el tiempo ﬁm(f) = B(t) i . El resultado es que la

bobina es recorrida por una intensidad de corriente J(t) medida en
el sentido antihorario.

1. Obtenga la expresién del flujo magnético total a través de
las N espiras que forman la bobina (no olvidar que su
autoinduccién tiene un valor apreciable).

2. Aplique las leyes de la induccién electromagnética para
determinar como deber ser la ley horaria B(t) que verifica el
campo magnético externo para que la bobina sea recorrida por
una corriente eléctrica de intensidad constante, I.

3. En las condiciones del apartado anterior, ;qué energia

ox

magnética se almacena en la bobina? ;Qué cantidad de energia por unidad de tiempo se disipa en la

bobina por efecto Joule?
2 Solucién

Fundamento tedrico

Un campo magnético variable en el tiempo fluye a través de la superficie T que se apoya en la bobina
cilindrica recta {3, constituida por )V espiras iguales dispuesta sin solucién de continuidad en una serie de
planos paralelos entre siy perpendiculares al eje OZ de la bobina. Y puesto que la bobina esta sometida a un
campo externo variable en el tiempo, el flujo magnético a través de la misma ser3, en general, funcién del
tiempo, ®,,.]y. = ®,,.(t). En virtud de las leyes de la induccién electromagnética, dicho flujo variable inducira
una fuerza electromotriz en el circuito, opuesta a la variacién instantanea del flujo magnético.

gu)Jr‘)E -

dd,, ()
dt -

Y como la bobina esta cortocircuitada, dicha fuerza
electromotriz genera una corriente eléctrica en aquélla
cuya intensidad es proporcional a la f.e.m., siendo la
constante de proporcionalidad el valor inverso de la

resistencia eléctrica de la bobina. |
1
I(t) = 7 E)] s

Obsérvese que, segun la ley de Biot y Savart, esta corriente
eléctrica circulando por el conductor filiforme 9% (la
bobina cortocircuitada), sera la fuente de un campo
magnético, que denominaremos f,‘mr. Y puesto que, en
general, la intensidad de la corriente va a ser variable en el
tiempo, el campo magnético que genera también lo sera. En
general, este campo no va a ser uniforme, de manera que
estara representado por un vector distinto en cada punto p
del espacio (y en cada instante):

I(1)] 5. — Beo(Fi1); con Y

La forma de éste campo va a depender de la geometria de la bobina, y s6lo en el caso de que ésta cumpliera
las condiciones de bobina larga el campo magnético generado por la corriente sera aproximadamente
uniforme en el interior de la misma y practicamente nulo en el exterior:
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a pon I(t) ; si PeXx
f<<<< 1 = B,(rt) =~
' 0, si Pgy

donde }, serialalongitud de labobina, y n = N/h ,la densidad de espiras en la misma.

En cualquier caso, el campo magnético, B'mr(f‘; t) creado por la corriente eléctrica que recorre la bobina, se
superpone con el campo externo uniforme y variable en el tiempo, 3_, (t) que se indica en el enunciado. Por
tanto, el flujo magnético a través de la superficie . definida por la bobina 9% estd determinado por la
resultante de la superposicién de ambos campos magnéticos. En consecuencia, dicho flujo magnético puede
descomponerse en dos términos, siendo cada uno de ellos el flujo de la correspondiente componente del
campo magnético total:

d(t) = [ (1) - dS
- 5

5(?"‘;1?) = Bex,_(f)+§mr(f'; t) = (Iﬁm(f)Js = /ﬁ(f’; f}-l’l§= PEE(L) + DE(E), con
o P (f) = [ Booe (1) - A5
S

Autoinduccion de la bobina

Consideremos so6lo el sequndo de estos términos: el flujo magnético a través de la bobina de la componente
de campo magnético creado por la corriente que la recorre, ®;", y que podriamos denominar autoflujo. En
virtud de la ley de Biot y Savart, dicho campo magnético puede expresarse como una funcién vectorial de la
posicion, determinada por la forma de la bobina g%, multiplicada por la intensidad de la corriente que la
recorre. Y al calcular el autoflujo se obtiene que, en cada instante, éste va a ser proporcional a la intensidad
de la corriente. El factor de proporcionalidad dependera exclusivamente de la geometria de la bobina por lo
que, si ésta no cambia de forma, tendra un valor constante:

S L dr’ = (7 —7 cor
B«w“‘;f}ﬂff)ﬂ[ |_—),} I0f() = o7t = /f () - dS = L1(t)

4 [
\_v_a
=L

Esta constante de proporcionalidad, habitualmente denotada por el simbolo /., es la autoinduccién de la
bobina. Se trata de una magnitud fisica, cuya unidad de medida en el SI es el henrio (I]), y que puede definirse
como la relacién entre el autoflujo ®;." a través de la bobina, y la intensidad I(t)la corriente que la recorre.
Obsérvese que, en un caso mas general como el que nos ocupa, en que ademas existe otro campo magnético
externo independiente de dicha corriente, se puede determinar la autoinduccién de la bobina en términos de

la derivada del flujo magnético total con respecto a la intensidad de la corriente:

e O do,, _do7t  derr
I(t) S odr o _dI dI

=l
Caso particular de bobina larga

Como se ha discutido antes, la autoinducién depende exclusivamente de la geometria de la bobina, pues ésta
va a determinar la forma del campo magnético producido por la corriente que la recorra. Consideremos el
caso particular de que la geometria de la bobina permite asumir la aproximacion de bobina larga y, por tanto,
contamos con una expresién analitica aproximada del campo magnético: practicamente uniforme en el
interior de la bobina y (casi)nulo en los puntos exteriores.

Si gy es una bobina recta formada por N espiras iguales situadas en planos paralelos, perpendiculares todos
ellos al eje 0Z, 1a superficie T que determina se puede definir como el conjunto de las N superficies
planas S; determinadas, cada una de ellas, por una de las N espiras. Estas superficies planas tendran igual

area e igual orientacién:



Y=5U8U...USy, talesque V5

/ (laq - ig
J 85

i

El flujo del campo magnético a través de X (es decir, a través de la bobina) serd igual a la suma de los flujos a
través de esas N superficies planas. Obsérvese que asumir la uniformidad del campo magnético en el interior
de la bobina, implica que éste va a ser practicamente idéntico idéntico en todos los puntos de

las N superficies planas S;. Por tanto, el flujo magnético sera igual a N veces el flujo a través de la

superficie S; delimitada por una cualquiera de las espiras:
(I)f,‘;’r(f)Jv = /.}jmr(f: f)-dS_‘. Y I[f)N/. ;qmﬁ-dg = I(t)N;t{}n/. dS = g NnSI(t)
- Jx J g J g

Y aplicando la definicién de autoinduccion se obtiene que el valor de éste parametro en el caso de una bobina
recta, formada por N espiras iguales de area S, para la aproximacién de bobina larga con una densidad de n de
espiras por unidad de longitud, es:

Ly=puNnS=pNnmw a’
... si las espiras son circunferencias de radio a.
Y tras este preambulo tedrico, procedemos a la inmediata resolucién del ejercicio propuesto:
2.1 Flujo magnético a través de la bobina

Tal como acabamos de discutir, al estar la bobina cortocircuitada y sometida a un campo

magnético externo variable, el flujo magnético a través de la misma puede puede descomponerse en dos
términos: el correspondiente a dicho campo externo, ®°*, y el debido al campo magnético creado por la
corriente inducida en la bobina, ¢"". Nétese que en el enunciado no se dan detalles concretos acerca de la
geometria de la bobina, por lo que desconocemos cé6mo puede ser el campo B'mr(;?; t), ni si podemos aplicar
correctamente la aproximacion de bobina larga. Sin embargo, si se aporta el dato de que la autoinduccion de
la bobina tiene una valor conocido L. Por tanto, el autoflujo magnético queda completamente determinado

por la intensidad de la corriente eléctrica que circule por la bobina, segun la expresion:
P (t) = / Beox(7:t) -dS = LI(t)
B

En cuanto al flujo magnético externo, en el enuciado se indica que el campo que lo produce es variable en el
tiempo y uniforme. Es decir, en todo instante, este campo magnético externo es idéntico en todos los puntos
del espacio que ocupa y rodea la bobina. Por tanto, de manera andloga a lo que ocurria con el campo generado
por la corriente en la aproximacién de bobina larga, el flujo a traviiés de la bobina del campo externo
uniforme sera igual a N veces el flujo de dicho campo a través de una cualquiera de las espiras; por tanto:

m

P(t) = [ Bus(t)-dS = N [
> S5

S 45

B(f)ﬁ?-d§=NB(f)de = | ®™%(t) = NB()S = Nra’B(t)

Finalmente, el flujo magnético total a través de la bobina circuitada de autoinduccién L, sometida al campo
magnético externo variable j3 B(t) L v recorrida por una corriente de intensidad I(t), es:

ext —

D, (1)] . = PH(t) + (1) = Nma® B(t) + LI(t)

m

2.2 Condiciones para corriente estacionaria en la bobina

En la expresion anterior, la funcién del tiempo B(t) es la caracteristica del campo magnético externo aplicado
y, por tanto, independiente de la bobina. De hecho, va a actuar como la causa que tendra como efecto la
corriente eléctrica de intensidad I(t) que recorre la bobina cortocircuitada, pero sin estar conectada a
generador alguno.

Aplicando las leyes del electromagnetismo que repasamos en el preambulo, se obtiene:



1 1 dd,,(t 1 ., dB(t 1 (t
It) = R 6“”*33 TR a )Jv = 1= "R Na? - t’ll(f) + L (d;}]

... que es la ecuacién diferencial de primer orden que establece la relacion entre la causa B(r) (el campo
externo), y el efecto que produce, I(¢) (la intensidad de la corriente inducida).

En el ejercicio se plantea la cuestién de como debe ser la componente B(t) del campo magnético externo
variable, para que produzca como efecto una corriente estacionaria de intensidad constante, I,. Obviamente,

causa y efecto deben verificar la anterior ecuacion diferencial; por tanto...
It) =1L
dB(t)
dt

-

Vit = B..(t)=B(t)k, talque RIy=—Nna’

dI(t)
dt

=0

Es decir, la componente del campo externo debe ser una funcién del tiempo tal que su derivada sea una
constante negativa. En consecuencia, B(t) debe variar linealmente en el tiempo:

R,

Nma?

Buw(t) = B(t) k. tal que B(t) = /B(f)df =B, —

donde Bj es cualquier valor constante. También hay que puntualizar que, en general, la corriente estacionaria
de intensidad I, se estableceria tras un cierto periodo transitorio. Se puede demostrar que la duracién de

dicho periodo transitorio estaria determinada por los valores de autoinduccién y resistencia de la bobina. Si
suponemos que inicialmente el campo externo es constante (y, por tanto, nula la intensidad de corriente en la
bobina), y en un cierto instante t = 0 se inicia la variacién temporal de B(t) segun la anterior ley horaria, se
tendra...

I[f)=1{}.._ Vf}} T=L{,"‘R
2.3 Energia almacenada y potencia disipada

Cuando en un circuito de autoinduccién L se establece una corriente eléctrica, cuya intensidad pasa desde
un valor inicial nulo hasta que en un cierto instante t alcanza un cierto valor I(t), es necesario suministrar
una energia extra, que se denomina energia magnética, y cuyo valor es...

I(t)
W, [0 = I(t)] = / LIdI = = LI*(t)
J0)

b | =

Por tanto,una vez alcanzada la corriente eléctrica estacionaria en el sistema bajo estudio, la energia
magnética almacenada en la bobina sera:

I‘H
W, [0 — L] = / LIdI = % LI?

J0

Esta energia extra es la necesaria para establecer el campo magnético estacionario 3_ creado porla
corriente I en la bobina.

En cuanto a la potencia disipada por efecto Joule (es decir, energia perdida por unidad de tiempo en la bobina
debido a la resistencia eléctrica del cable), cuando se alcanza el estado estacionario es...

di [".,( lis
dt

a5




1 Enunciado

En una esfera 1y de radio Ry y centro en O, existe una distribucién no &

uniforme de carga eléctrica negativa descrita por una densidad

volumétrica radial p,(r), respecto del punto O, de manera que r es la

distancia desde dicho centro al punto P donde se mide la densidad de

carga. Dicha distribucioén es tal que si consideramos una regién

esférica t con centro en O y radio » < R,, la cantidad parcial de carga

contenidaentes (). = —Q,(r/Ry)* = Q.(r)- No hay mas cargas en el

sistema. \

1. (Cémo es la componente radial del campo eléctrico E(r) creado por la
distribucién descrita, tanto dentro como fuera de la esfera 1;?

2. ¢Coémo es el potencial electrostatico creado por la distribucién en el
exterior de t1y? (Cuanto vale el potencial en el centro O?

2R,

2 Solucioén

Planteamiento

Tomando un sistema de referencia con OXYZ con origen en el centro O de la region esférica 1, la

distribucién de carga eléctrica existente en el sistema estara descrita por una funcién densidad
volumeétrica que indica la cantidad de carga que por unidad de volumen hay en cada punto del espacio. Si
para cada punto Pdel espacio definimos el radiovector 7 _ 7p que determina la posicién de dicho punto
respecto del centro O, se tendra:

deg

dr

pe(r), 0<r <Ry
pe(r) = J

= ' LE@).

0, J"-i,b{]. <T B 4 -
| T(r)
con r = | . La funcién p.(r) no esta .~
especificada, pero podria calcularse a , ¢ ¥
partir del dato proporcionado en el : . ; N e,
enunciado de que la cantidad parcial '
de carga eléctrica que hay en una
esfera t contenida en tj, con centro

en O y radio r < R, esta descrita por
la expresion:

Q-(r) = —Qo (E)q

En consecuencia, la cantidad total de carga en 1y es —()y. En cualquier caso, aun desconociendo a priori la

expresion de la funcién p.(r), el hecho de que sea sélo dependa de la distancia r al centro O (distribucién

radial), nos permite asegurar que el campo eléctrico creado por dicha distribucién en cualquier
punto Pdel espacio va a presentar simetria radial con respecto a dicho punto. Es decir,

o
0P|

Es decir, el campo eléctrico en un punto cualquiera del espacio, P, sélo tiene componente radial (en la
direccion del radiovector  — ip), que depende de la distancia r al centro O de la distribucién, pero no de
otras variables geométricas. Y en el caso de campos que presentan este tipo de simetria, la expresiéon de
dicha componente radial, 7(r), puede obtenerse mediante la aplicacién de la Ley de Gauss para el campo
eléctrico.

E(P) = E(f) = E(r)@,(P); | con i@, (P)=

=

Esta ley fundamental de la Teoria Electromagnética establece que el flujo del campo eléctrico a través de
una superficie cerrada ¢)r, es proporcional a la cantidad total de carga eléctrica que hay en el
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volumen t delimitado por aquélla. El valor de la constante de proporcionalidad depende del sistema de
unidades utilizado para medir las magnitudes fisicas; en el Sistema Internacional de unidades esta
constante es 47 k. = 1/2y, (inverso de la permitividad dieléctrica del vacio):

(I)F-'J ar %} E ' d:.q - l QJ T

r £y

Por otra parte, la Ley de Gauss para el campo eléctrico expresa una relacién cuantitativa entre dicha
magnitud vectorial y sus fuentes escalares: es decir, las magnitudes escalares que producen campo
eléctrico.

2.1 Calculo de la componente radial del campo eléctrico

Para determinar la componenente del campo con simetria radial mediante la ley de Gauss, ésta ha de
aplicarse en una superficie cerrada con idéntica simetria. En el caso que nos ocupa hemos de considerar
una superfice esférica Jr(r) con centro en O. Es decir, concéntrica con la distribucién de carga que genera
el campo y, por tanto, con el propio campo.

El flujo de un campo vectorial a través de una superficie se obtiene calculando la integral, extendida a toda
la superficie, del producto del campo en cada punto Pde 45, multiplicado escalarmente por el vector
elemento de superficie j5 en dicho punto. Como se sabe, este vector tiene médulo infinitesimal 45 (area
del entorno del punto), direccién perpendicular al plano tangente a la superficie en Py, por convenio,
orientado hacia el exterior del volumen delimitado por la superficie g+. Y puesto que en una superfice
esférica de centro O, el radio OP es perpendicular al plano tangente en Pa la superficie g+, se tendra que

P edr(r) = dS|, =dSa.(P)

donde r es el radio de la superficie esférica 7+ y, por tanto, la distancia desde el centro O a todos y cada
uno de los puntos de dicha superficie.
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El vector unitario radial i, (F) es exactamente el mismo tanto en la expresion del vector elemento de

superficie como del campo (por estar evaluados ambos en el mismo punto Pde la superficie).Por otra
parte, puesto que la componente radial E(r) s6lo depende la distancia al centro O, dicha componente
tendra igual valor en todos los puntos de 7. Por tanto, se obtiene...

VP ear(r), EdS|,=[E@)i(P)|-[dSi,(P)] =E(r)dS = &, = % E-dS = B(r) % dS = E(r) 4mr?
Ji J i

aT

Este resultado es valido independientemente de que » sea mayor o menor que £, (radio de la distribucién
de carga). Sin embargo, la cantidad de carga contenida dentro de la superficie esférica dr(r), sivaa
depender del valor del radio de esta. Si el radio es menor que el de la distribucién de carga eléctrica, la
cantida de carga contenida es proporcional al cuadrado del radio, tal como se incida en el enunciado. Si el
radio de la supeficie gaussiana cerrada dr(r) es mayor o igual que el de 1, la cantidad de carga contenida

sera —(Jg:
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Por tanto, la distribucién de carga en 1y genera un campo eléctrico radial en todo el espacio, expresado por
la siguiente funcién de campo:

kL@ (P) = B sir<R,
i ©  OP
L ;
B(P) = E(/) = on (P =L
(P) () con ,(P) " |F‘PY|
k, D 7(P) = Bos?: siRo<r
=

Es decir, en los puntos interiores a la distribucién la intensidad del campo es constante; mientras que en
los puntos exteriores el campo es idéntico al de una carga puntual —(), localizada en el centro O de 1.

2.2 Potencial electrostatico

Este resultado nos permite identificar de forma inmediata cémo va a ser el campo potencial electrostatico
V'(7) en puntos exteriores a la distribucién. Puesto que dicho potencial esta relacionado directamente con

el campo eléctrico por las relaciones,

V() = — [E-df+(_? — E(F) = —VV(7)

si el campo eléctrico en puntos exteriores a 1y es el mismo al de una carga puntual situada en O, en esa

region el potencial electrostatico debe ser también el correspondiente a dicha distribucién simple de
carga... salvo una constante C cuyo valor puede fijarse arbitrariamente:

VP&, V(P)=-k % + C =Veu(r); con r= |(ﬁ’| > Ry
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El dominio de definicién de esta funcién se extiende hasta puntos infitamente alejados de la distribucién
de carga. Asumiendo ésta no va producir efectos apreciables en dichos puntos y que, por tanto, el
potencial se anula alli, se tendra que...

:122: Vi (r) =C =0 = YP&m, V(P)=Vu(r)=—k @ con 1= |(_)73’}| > Ry
"

Valor del potencial en el centro de la distribucién

La expresién anterior permite determinar también el
valor del potencial en cualquier punto p’ de la superficie
d7, de la esfera cargada:

Q
Ro

VP €dm, tal que r= Ry = V(P')=Voul(Ry) = ke

Entonces, el valor del potencial en el centro O puede ser calculado sin mas que aplicar la definicién de
diferencia de potencial entre dos puntos:

P

V(0) - V(P') = [ E-dr

JO

Como se sabe, si el campo eléctrico es producido exclusivamente por cargas electrostaticas, el valor de la
circulacién del campo eléctrico que aparece en la expresién anterior es idependiente del camino sequido.
Elijamos, por tanto, un camino que nos permita el calculo sencillo de dicha integral: el radio A que va
desde el centro O al punto p’ de la superficie d7,. En ese caso, el campo eléctrico ha de ser evaluado
siempre en puntos interiores de 15, donde comprobamos que existia un campo radial pero de igual médulo

en todos ellos, (7). Ademas, a lo largo de esta trayectoria, el vector diferencial de camino d7 sélo tiene

componente radial (es decir, es paralelo al campo eléctrico en cada punto de la misma), y su modulo va a
ser una variacion infinitesimal de la distancia al centro O:

Pi
V(O)=V(P)+ [ Eie - dr;  con (lFJ A =dr i.(P), VPeA
Jo ()
En consecuencia...
o Qo [T Qo
=] - Q{} I’Ffo - —E‘,_. — —E‘,_.— dr = =2 E‘,_. —
Fine -d;r‘JPEﬂ = -k, Vo dr = ) Ry Rz Jy Ry
VP



http://laplace.us.es/wiki/index.php/Archivo:F2_gIA_ex1ac_17_18_e2_3.png

1 Enunciado

Se tiene un solenoide largo de radio 5.00 cm y longitud 1.00 m, con un cable
arrollado en 5000 vueltas, por el que circula una corriente variable en el tiempo
de la forma I(¢t) = Iycos(2nft), con Iy = 1.00 Ay f = 50.0 Hz. Calcula el campo

eléctrico creado en el interior y el exterior del solenoide.

2 Solucién

La ley de Faraday puede escribirse asi. Consideramos una curva cerrada I’

L. dd,, d [
j{E-dz_— 7= | B-dd

r Sr

siendo @,, el flujo magnético a través de una superficie Sy que se apoye en la
curva cerradaT.

El significado fisico de esta ley es que un campo magnético variable en el
tiempo crea un campo eléctrico. Asi pues, podemos tener campo eléctrico
aunque no haya densidades de carga en el sistema.

En este problema el solenoide crea en su interior un campo magnético. Si el
solenoide es largo, es decir, que su radio sea mucho menor que su longitud, el
campo en su interior es uniforme y vale

B=ponlI(t)d= ug%f(t)ﬁ

N es el numero de vueltas que da el cable, L es la longitud del solenoide
(n=N/L es el numero de vueltas por unidad de longitud), iy es la permeabilidad

del vacio e I(t) es la intensidad que circula por el cable. El vector 4 es un vector
unitario paralelo al eje del solenoide.

Si la intensidad que circula por el cable varia en el tiempo, el campo magnético
en el interior del solenoide también lo hace. En el enunciado del problema se
dice que la corriente es I(t) = I cos(27ft). Por tanto el campo magnético en el
interior del solenoide puede expresarse como

—

B(t) = By cos(2w ft) u
con

J.I?‘%;r

I
70

By = o




Este campo magnético variable en el tiempo hace que aparezca un flujo
magnético también variable en el tiempo. Este flujo es el que va a producir el
campo eléctrico.

2.1 Campo en el exterior del solenoide

La geometria del problema es similar a la que teniamos al calcular el campo
magnético de un hilo infinito por el que circula una corriente constante I. En
este caso aplicamos la ley de Ampeére

f = Ho I|51"

r

Sabemos por argumentos de simetria que las lineas de campo magnético son
circunferencias con centro en el hilo. Escogemos como curva I" una de estas

circunferencias, y como superficie Sy el circulo definido por esa circunferencia.
Asi, la corriente que atraviesa esa superficie es

Ilg. =1

i1
Ak

.L]"r:'
PEHT T *[}'

L [ id,
'I_.

T

En el caso del solenoide, el papel de la corriente lo realiza el campo magnético.
Entonces las lineas de campo eléctrico seran circunferencias concéntricas con
el solenoide, de forma similar a las lineas de campo magnético alrededor del
hilo de corriente.

Tenemos entonces que el campo eléctrico es de la forma
E = E(r,t),

siendo i, el vector de las ccordenadas polares. Sabiendo esto, vamos a aplicar
la ley de Faraday sobre una circunferencia concgentrica con el solenoide de
radio r > R. Esta circunferencia coiincide con la linea de campo eléctrico.
Entnoces, la integral de linea es
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fﬁf-df:fﬁ(rf) rf)fdf_hrﬁ(rf)

r r
En el lado derecho de la Ley de —
Faraday tenemos el flujo magnético /3
que atraviesa una superficie A A A A A

apoyada en la linea. Escogemos
como superficie el
circulo Sy indicado en la figura. El

campo magnético sélo atraviesa
este circulo en la parte de este que
esta dentro del solenoide. Por tanto
el flujo magnético a través de la
superficie S es

®,, = /B’ .dA = B(t)7 R?* = Bym R? cos(27 ft)

Sr
La derivada respecto al tiempo del flujo magnético es

d®,,

T = 27% f By R®sen (27 f1)

Ahora podemos igualar las dos expresiones

L . dd,,
fﬁ-dz: ?:,zwﬁ(rf)_h fByR*sen (27 ft)

r
De aqui obtenemos el campo eléctrico en el exterior del solenoide

. 7 fByR?

E = sen (2w ft),

El campo decrece con la distancia r al eje del solenoide.
2.2 Campo eléctrico en el interior del solenoide

Ahora escogemos una circunferencia de radio r < R para aplicar la Ley de
Faraday. El lado izquierdo de la Ley es igual que en el apartado anterior

fﬁdf:jgﬁ(rf) rf}jgdf—Q?rrE(’rf}

r r
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Ahora el campo magnético atraviesa toda la
superficie S, pues el circulo esta por dentro del 3

solenoide. Tenemos A A A A A

®,, = B(t)nr* = Bynr® cos(27 1)

Su derivada respecto del tiempo es

ST
dd,, 0 2R 2 ot ,”y‘};‘"
— = n° f Bor©sen (2w ft) e e

Igualando los dos lados de la Ley de Faraday
tenemos

\
\

_. — d®,, 5 5
E-dl=- 7 = 2nrE(rt) =27 f Byr~sen (27 f 1)
T

De aqui obtenemos el campo eléctrico en el exterior del solenoide
E = fByrsen (27 ft)i,

En el interior del solenoide el campo eléctrico es nulo en su eje y crece
proporcionalmente a la distancia al eje.

Podemos comprobar que el campo elétrico es continuo cuando pasamos del
interior al exterior del solenoide. Las expresiones del campo eléctrico en el
exterior y el interior coinciden cuando r = R.
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1 Enunciado

Dos conductores filiformes rectilineos de longitud indefinida, A; y A, estan

dispuestos en el plano OXZ, en paralelo al eje OZ y a igual distancia a de éste, de
manera que pasan por los puntos C;( - a,0,0) y C»(q,0,0), respectivamente. Los

conductores soportan sendas corrientes eléctricas cuyas intensidades, I; e I, son
medidas por amperimetros que indican valores positivos si las corrientes

“u_n

recorren los hilos en el sentido de “z” creciente, y negativos silo hacen en el
sentido de “z” decreciente. Describa como es la direccion, el sentido y el moédulo
del campo magnético total en los puntos de coordenadas P(0,y,z) situados en el
plano Il ., : = = 0 (plano cartesiano OYZ), en las siguientes situaciones:

1. Las corrientes en los conductores son opuestas: I, = - I, = I > 0.
2. Las corrientes en los conductores son iguales y descendentes: I; = I, = - [ < 0.

Z A Y‘
2 _P(0,y,2)
i -
]l/"/// \\\\\ 12
&3 > @ ® ®—>
C, Y c, X A, Z A, X
d d - e e
A, A,
2 Solucidon

Campo magnético de corrientes en conductor filiforme rectilineo

Laley de Biot y Savart proporciona la expresién del campo magnético g () creado

por una corriente eléctrica estacionaria de intensidad I, que recorre un conductor
filiforme, cualquiera que sea la geometria de éste. El caso particular de un
conductor filiforme rectilineo de longitud indefinida A ha sido analizado con
detalle en un ejercicio anterior. Como se vio, dicho campo presenta simetria
cilindrica respecto del conductor rectilineo. Adoptando un sistema de referencia
cuyo eje OZ coincida con el conductor A, y utilizando las coordenadas cilindricas
para determinar la posicion de un punto P(p, p, ), se tendra:

m el modulo del campo en un punto P sélo depende de su distancia p al
conductor, siendo inversamente proporcional a dicha distancia (y
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0>/
C

directamente proporcional a la intensidad de la corriente):

o] _ Ho ]
BP)| = 5=

» su direccién en el punto P tiene la direccién tangente a la circunferencia
contenida en un plano perpendicular al cable, con centro en éste y que pasa
por P

B(P)|| + i, (¢) L k

m el sentido del campo depende del sentido de la corriente eléctrica: si ésta
recorre el conductor en el sentido creciente de la coordenada “z” (I > 0), las
lineas del campo B (r) “giran” en sentido antihorario; si la corriente circula en

“"_n

el sentido decreciente de “z” (I < 0), el campo magnético “gira” en sentido
horario.

En definitiva, la expresion vectorial del campo mangético en coordenadas
cilindricas es:
po 1

I en A=0Z = B(P)= B(p,p,z) = 7 ()
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Sistema de corrientes en dos conductores rectilineos

En el ejercicio propuesto existen dos conductores filiformes A, y A, recorridos
por sendas corrientes corrientes de intensidades I; e I,. Los campos magnéticos

verifican el principio de superposicion, por lo que el campo magnético resultante
en cada punto sera la suma vectorial de los por cada una de las corrientes
rectilineas por separado:

Iy en Ay - B -
= B(P)= B(P)+ By(P)
I5 en A,

Para la obtencién de las expresiones analiticas del campo resultante es necesario
proceder primero a redefinir el sistema de referencia, ya que el eje OZ no puede
estar localizado simultaneamente en los dos conductores rectilineos. Y puesto
que ambos son paralelos, separados por una distancia 2q, una adecuada eleccion
del sistema de referencia OXYZ podria ser la indicada en el enunciado: el

eje OZ paralelo a los hilos condutores, de manera que éstos estén contenidos en el
plano Il , : y = 0 (plano OXZ). Ademas, el II ., : x = 0 (plano OYZ) va a ser el
plano de simetria del sistema, de manera que cada punto P(0,y,z) de dicho plano
equidista de ambos conductores.

Los vectores que describen los campos magnéticos creados por cada una de las
corrientes en un punto arbitrario P(x,y,z) se pueden expresar analiticamente en
términos de la base cartesiana. Por otra parte, como se ha tomado el

eje OZ paralelo a ambos conductores, y éstos se consideran de longitud infita, el
campo magnético resultante en cualquier punto del espacio va a presentar las
siguientes propiedades: es perpendicular a dicho eje, y sus componentes no van a

“u_n

ser funcion de la coordenada “z
Ay||k||Ay = By(P) Lk L By(P) = B(P) = B,(z,y) T+ By(z,y) 7L k

Es decir, la distribucion del campo magnético es idéntica en todos los planos
paralelos al plano 11 : z = (). Por tanto, obtendremos dicho campo en un plano

OXY

paralelo a aquél, donde todos los puntos tienen igual valor (arbitrario) en la

“u_n

coordenada “z". Por otra parte, nuestro interés se centra en los puntos del plano
II,,.,con coordenada x = 0, y para los que el valor de la coordenada “y” puede
expresarse en funcion de la distancia fija @ que separa los conductores del plano
de simetria II, ., y la distancia variable p existente entre un punto P(0,y,z) de
dicho plano y los conductores; como ya se discutio, esta distancia p es idéntica
para ambos conductores. Recuérdese que el médulo de los campos magnéticos
creados por cada una de las corrientes es funcién de dicha distancia:

_ po | 1|
2w p

P0,y,z) €Tl , = p=+/a2+2, tal que |B:(0,y,2)] = Bi(p)

Analicemos los dos supuestos planteados en el enunciado:



2.1 Caso de corrientes estacionarias antiparalelas

Consideramos el caso en que las corrientes que recorren los conductores
filiformes son antiparalelas. Para la disposicién de los amperimetros especificada
en el enunciado, en el conductor A, la intensidad de corriente es positiva, y
negativa la soportada por el conductor A,

IL=I{}=—IQ > ) Y
En la figura se ‘A B( UJ-’.,:
muestra la TN

orientacién de los
campos j3, Y 3, en
el punto P(0,y,z), de
acuerdo con la
discusion realizada
anteriormente: el
primero “gira” en
sentindo antihorario
en tornoa A,
mientras que el
segundo lo hace en
sentido horario en
tornoa A,.

Sea y el angulo que
forma el plano II, , sendos planos que contienen al punto P(0,y,z) y a cada uno de
los conductores rectilineos. Se cumplira:

Yy = pseny
P(0,y,2) €1, =
a = pCos

Se puede comprobar que ambos campos 3, (P) ¥ B,(P) forman idéntico angulo ¥

con el plano paralelo al I, , que contiene al punto P(0,y,z), pero cada uno a un
lado de dicho plano (véase la figura). Por tanto,

—

. . I . .
By (0,y,z) = Bi(p) (— sen ¥+ cosyp 3) = {;{} 0 ( —senw 7+ cosp j)
2 p

—

o1
By (0,4, 2) = Ba(p) (H{—‘:Hip U+ cosyp j') = {;} 0 (H{—‘:Hip '+ cosyp j')

2mp

Por tanto, el campo magnético resultante en los puntos del plano II es:

oY E
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. . . I B
B(0,y,z) = Bi(0,y,2) + B2(0,y, 2) = “i{: :} cosp J ==
iy

5 _ podpa poloa

B(0.y, z)

T p? 7 (a® + y?)

Obsérvese que el campo magnetico resultante en todos los puntos de dicho plano
tiene la direccién del eje OY, con el sentido del vector unitario 7. Es decir,

— —

B(0,y,2) = B(0,—y,2) | +7
2.2 Caso de corrientes estacionarias paralelas

Consideramos el caso en que las corrientes que recorren los conductores
filiformes son paralelas, ambas negativas (es decir, recorren los conductores en

“u_n

sentido de la “z” decreciente):
IL =Ig = —I{]. < {)

En la figura se
muestra la
orientacioén de los
campos 73, Y 3, en
el punto P(0,y,z), para _
esta nueva
configuracion de las - 0>/
corrientes. Ambos
“giran” en sentido
horario en torno a
sus *
correspondientes h
corrientes
rectilineas.
Utilizando de nuevo el angulo ¥ definido en el apartado anterior se observa que,
en el punto P(0,y,2), los campos 3, (P) ¥ B,(P) se encuentran ambos al mismo

lado del plano 11, ,, formando idéntico angulo ¥ con éste (ver figura). Las
expresiones analiticas de estos campos es:

—

. . 1o 1 . L
By(0,y,z) = Bi(p) (senip i — cosp j) = ‘L;} 0 (senip I — COS j)
2T p

o Iy
2m p

—

By(0,y,z) = Bs(p) (Hen T+ cosy :T) =

(sen Wi+ cosp j')

Y teniendo en cuenta que sen = y/p, se obtiene la expresion para el campo
magnético resultante en los puntos del plano 1

oYE"
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B} B} B} I
B(0,y,z) = B1(0,y,2) + By(0,y,2) = ‘I:_{} :} sen 1 ==
iy

3 wlyy wlyy
B0,y z) =H00Y g _Hob 5
wpe 7 (a® + y?)

Obsérvese que, en este caso, el campo magnetico resultante en los puntos de
dicho plano tiene la direccion del eje OX, con el sentido del unitario i en los
puntos donde y > 0, y sentido opuesto en y < 0. El campo magnético es nulo si
particularizamos en los puntos del eje OZ, donde también se cumple y = 0:

B(0,y,2) = —=B(0,—y,2) || +7 (y>0)

— -

B(0,0,z) =

0k



1 Enunciado

Tenemos un condensador plano de placas circulares de radio R = 2.30cm
separadas par una distancia d = 1.10 mm. Al condensador llega una corriente
I = 5.00 A. Calcula la el campo magnético generado en el interior del
condensador.

2 Solucion

La corriente que llega a las placas del condensador hace que aparezcan en ellas
una densidades de carga eléctrica de la misma magnitud y de signo opuesto.
Estas densidades de carga van aumentando con el tiempo, por lo que el campo
eléctrico generado en el interior del condensador depende del tiempo.
Entonces hay una corriente de desplazamiento en el interior del condensador.
Segun nos dice la Ley de Ampere-Maxwell, esta corriente de desplazamiento
genera un campo magnético, que vamos a calcular.

En el interior del condensador no hay corriente de conduccién, por lo que la
Ley de Ampere-Maxwell se escribe

. d - -
ﬁgB -dl = H‘DI{E = r{f,q}:fﬂafE -dA

r ST

Como la distancia entre placas es mucho menor que su radio, podemos suponer
que el campo eléctrico es uniforme. La distribucién de campo eléctrico en el
condensador es similar a la del campo magnético en el interior de un solenoide
en el problema 1. Alli vimos que ese campo magnético producia un campo
eléctrico con lineas de campo en forma de circunferencia. Podemos hacer aqui
la misma suposicion. Asi, las lineas de campo magnético en el interior del
condensador son circunferencias y el campo es de la forma

B = B(rt),

El vector 1, es el vector azimutual de las coordenadas polares y r es la
distancia al eje central del condensador.

Para aplicar la Ley de Ampere-Maxwell escogemos como linea cerrada una
circunferencia concéntrica con el eje del condensador, y como superficie el
circulo definido por ella. El lado izquierdo de la Ley queda

§B-dl = § B(r,t)dl
r r

= B(r,t) § dl = 271 B(r, 1)



El campo sale de la integral pues su modulo es el
mismo en todos los puntos de la circunferencia. T

Para el lado derecho, observamos que el flujo

eléctrico que cuenta es el que pasa por dentro de la
circunferencia. Esto es I
St
®, = /E" dA = /E(t)cu — E(t) /dﬂ_. =72 B(t) o R e V2 I
sr £r 5r In."/"/v-/-»- _-il:;;- -— -
r R
El lado derecho de la Ley de Ampeére-Maxwell
queda
do. ,dE 7
Hoo dr HoSoT T di

Igualando los dos términos de la Ley tenemos

LdE

2w r B(r,t) = pocomr TS

Despejando tenemos

_ pocer dE

B(r1) 5 &

En el problema anterior vimos que el campo eléctrico entre las placas del
condensador es

Q) _ Q)

gpA eom R2

E(t)

Aqui el area es el de toda la placa del condensador. Teniendo en cuenta la
relacion entre la intensidad y la carga en las placas tenemos

_ Hoco T 1 dQ  por

B(r.1) 2 conR2di 27 R

I(t)
El campo magnético es nulo en el eje del condensador y aumenta segun nos

acercamos al borde. El valor maximo se obtiene cuando r = R, es decir, justo en
el borde de las placas. El valor numeérico es

B(r=R)= ;’;; =435x 107°T

Como vemos es un campo muy pequeiio.
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1 Enunciado

El circuito eléctrico de la figura esta formado por dos regletas conductoras, ambas de longitud J, dispuestas en paralelo
y separadas por una distancia fija a. Sendos extremos de dichas regletas estan conectados a los electrodos P y N de un
generador d.c. (bateria), cuya f.e.m. tiene un valor constante £, y una resistencia interna R,. Los otros extremos de las
dos regletas, Ay B, se conectan a través de una bombilla incandescente de resistencia R. Ademas, se tienen otros dos
segmentos conductores, alineados y conectados por otra bombilla idéntica a la anterior, y con los extremos

libres, C y D, siempre en contacto con las regletas. El resto de resistencias eléctricas del sistema son despreciables
frente al valor R de las bombillas, excepto la resistencia interna del generador, que vale Ry = R/ 2. Todo el sistema esta
sometido a un campo magnético uniforme B, = — B, k perpendicular al plano OXY que contiene al circuito, y de
sentido opuesto al eje OZ, tal como se indica en la figura.

Inicialmente, la rama conductora CD esta en reposo, en contacto con los extremos de las regletas que se hallan
conectados a la bateria (P y N). En esta situacion, obtenga las expresiones de las siguientes magnitudes en funcién de
los parametros indicados en el enunciado:

a) Intensidad de corriente total suministrada por el generador, e intensidades en cada una de las ramas.
b) Expresién de la energia que por unidad de tiempo se disipa en cada resistencia. ;Cémo seran,
comparativamente, las intensidades luminosas de las bombillas?

A partir de un cierto instante, la rama CD con bombilla
incluida, se desplaza hacia la bombilla fija que cierra el
circuito entre A y B, manteniéndose perpendicular a las
regletas conductoras y alcanzando una velocidad

constante de valor v. En esta nueva situacioén, obtenga

las expresiones de:

el
Ll

c) Flujos magnéticos a través de las espiras

0¥, = PABN y 9%, = PCDN, y fuerzas
electromotrices inducidas en cada una de ellas.

d) Ecuaciones del circuito en las espiras 9%,y 9%,. _ -
e) Intensidades de las corrientes eléctricas que Z B
recorren el generador y cada una de las dos —x(1) —»

bombillas. ;Qué puede decir acerca de las

intensidades luminosas de las bombillas en relacién con las iniciales? ;Podria llegar a apagarse alguna de ellas?

2 Solucién
2.1 Situacién estacionaria

Los apartados a) y b) del enunciado se corresponden con una situacién estacionaria del sistema: el segmento
conductor CD, con la bombilla permanece en reposo; por tanto, el flujo magnético del campo B a través del circuito
permanece constante, por lo que la Unica fuerza electromotriz serd la de la bateria, que tiene un valor £, constante en
el tiempo. Por consiguiente, en el circuito bajo estudio y en la situacién descrita, se estableceran corrientes eléctricas
estacionarias.

En el enunciado se indica que las resistencias eléctricas de las regletas y segmentos conductores son desprecibles
frente a las de las bombillas y las resistencia interna del generador. Por tanto, en el modelo simple del circuito bajo
estudio, hay dos tnicos nodos: el nodo “1”, correspondiente a los puntos P, Cy A, y el nodo “2" para los puntos N, Dy B,
ya que:

p—Ve=0=Ve—Va; Ve-Vo=0=Vp—-Vy

Entre dichos nodos tenemos tres ramas paralelas: las correspondientes a los segmentos AB y CD, con las resistencias
de las bombillas, R; y R, ambas de igual valor R; y la rama del generador de f.e.m. £, y resistencia interna Ry = R/ 2.
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I I
+
R, V=R,
)(N B X X X xR X N D B

La primera consecuencia de esto es que la diferencia de potencial entre los extremos son idénticas en las tres ramas.
Por el contrario, la intensidad de la corriente eléctrica en cada una de las ramas sera distinta, en general, estando
determinada por dicha diferencia de potencial y el dispositivo localizado en ella:

o~ Vy =8~ V=&~ I;R,

o~V =Va— Vs = Ve — Vo Va-Va=Vi=LR

2.1.1 Intensidades de corriente en el circuito

Estas magnitudes las determinaremos utilizando las leyes de Kirchoff. La primera establece que, una vez establecidos
arbitrariamente los sentidos para las intensidades de las corrientes eléctricas que recorren cada rama, la suma de las
intensidades que salen (llegan) de (a) cada nodo, es cero:

1* ley de Kirchof — I, + [+, =0, enCy D

La segunda ley de Kirchoff establece que en cada una de las mallas
del circuito, la suma de las f.e.m. es igual a la suma de las caidas de
tension. En el circuito bajo estudio se distinguen tres mallas que,
recorridas en sentido horario (y para los sentidos arbitrarios
atribuidos a las intensidades), proporcionan las siguientes
ecuaciones:

S =Vi+ V=L R+ IR, end¥ = PABN
2% ley de Kirchoff — ¢ & =Vo 4+ V, =L, Ry + I, Ry; en 9%, = PCDN

0=Vi—-Vo=1, R — [bRy; en 0¥ = CABD

Obsérvese que estas ecuaciones no son linealmente independientes: si se suman la sequnda y la tercera, se obtiene la
primera ecuacién.

Si combinamos la tercera de estas ecuaciones con la proporcionada por la primera ley de Kirchoff y utilizamos el dato
relativo a los valores de las tres resistencias eléctricas de circuito, se obtiene:

Ri=R,=2R,=R

[

IRy =1 Ry = Ilzjgzgg
fl—l—fg:fg

Sustituyendo este resultado parcial en, por ejemplo, la ecuacién del circuito en la malla 9%, se obtiene:

1
gﬂ=55R+Ig§=ng = Ig=%=211=212
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2.1.2 Potencias disipadas en las resistencias

Las bombillas son dispositivos resistivos que almacenan C
energia. Es decir, toda la energia eléctrica que llega a estas ®P X
resistencias se disipa por efecto Joule. En consecuencia, la
energia disipada por unidad de tiempo en cada una de las
bombillas es igual a la potencia eléctrica instantanea que
llega a las mismas asociada a la correspondiente corriente
eléctrica:
PdisJ B LV, = 13 R; =

L\’ &2
PdisJ Ry - disJ Ra - (Eg) R= ﬁ

® &
® &
® &
® &
® &

Es decir, en la situacion estacionaria analizada, como las
bombillas son idénticas (de igual resistencia) y las
corrientes eléctricas que las recorren también son iguales, ambas disipan la misma cantidad de energia por unidad de
tiempo. Y como su luminosidad va a depender de dicha potencia disipada, podemos concluir que ambas iluminan con
igual intensidad.

Balance energético

Aunque no se solicita en el enunciado, realicemos el balance energético instantaneo en el circuito, comparando la
potencia suministrada por el generador (P;.u | .)con la disipada en las resistencias eléctrica de las bombillas. La
cantidad de energia que por unidad de tiempo suministra el generador en cada instante es igual al voltaje/diferencia
de potencial entre los electrodos del generador, multiplicado por la instensidad de corriente instantanea que recorre
este dispositivo. Si ademas de la f.e.m., el generador tiene una cierta resistencia interna, se tendra:

:DsumJg = Ig ( 'fP - I{i\u) = 5{) Ig — Rg Igg

Es decir, no toda la energia que por unidad de tiempo se transforma en energia eléctrica en el generador, es
suministrada al circuito: hay una parte que pierde en propio proceso de generacién de la corriente, y cuyo valor
coincidiria en cada instante con la que se disiparia en la virtual resistencia interna del generador, R,. Sustituendo los

valores obtenidos en éste y en apartados anteriores, se comprueba que:

2
g{]l

:psumJg = g{]. Ig — Rg Ié = TR

= Pis) ry + Pais) ro

Es decir, toda la energia suministrada en cada instante por el generador, se disipa en las dos bombillas conectadasa en
paralelo.

2.2 Bombilla en movimiento

Consideremos ahora la situacién dinamica descrita en la sequnda parte del enunciado: la bombilla R, se desplaza
hacia la bombilla R4, con los extremos C y D de los segmentos conducores en contacto con las regletas PAy NB,

respectivamente, de manera que el segmento CD se mantiene perpendicular a dichas regletasen el sistema de
referencia cartesiano adoptado, la velocidad de la parte mévil esta descrita por el vector v, = v, i, constante. Y puesto
que hay un campo magnético B, = B, k, perpendicular al plano que contiente al circuito, el movimiento

de CD producira flujos magnéticos, en general variables.

P ® ®C'® ® ®4 ®
% = 821
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2.2.1 Flujos magnéticos y f.e.m. inducidas

Consideremos en primer lugar el circuito cerrado formado por los segmentos conductores PA y BN, con sus extremos
conectado al generador y a la bombilla que permanece fija, Ry; es decir, se trata de lamalla 93, = PABN . Para

calcular el flujo del campo magnético estatico a través de la superficie ¥ delimitada por dicha curva cerrada

tomamos, en todo punto de dicha superficie, el elemento dS; = —dS k, lo cual implica que estamos estableciendo el
sentido horario como sentido positivo para las corrientes eléctricas que recorren dicha malla. Teniendo ejn cuenta
que el campo magnético es uniforme y que la malla 93, define en todo isntante un rectangulo de lados a y |, se obtiene
que el flujo magnético a través de ¥, tiene un valor constante:

(:[)”,‘JE1 = /B.[} . flS]_ = [ B(} ds = (I)szl = B{} / ds = B{} al = (D]__: cte.

b
i |

Consideremos ahora la malla formada por el segmento mévil CD que contiene a la bombilla R,, los fragmentos de

regletas conductoras PC y DN, y el generador con los cables que cierran el circuito, formando la trayectoria conductora
cerrada también 9%, = PC DN, que define el rectangulo 2, que tiene un lado fijo, de longitud g, y otra que varia segun

la ley x(¢) determinada por el movimiento uniforme del segmento CD. El flujo magnético a través de dicho rectangulo
serd, por tanto, variable en el tiempo. Tomando nuevamente el sentido horario como sentido positivo para la
circulacién de las corrientes eléctricas en las ramas de J%,, se tendra que dS, = —d S k. Asi, el flujo magnético a
través de ¥, en un determinado instante t, es:

By, = / By dSy— [ BydS = | Buls, = B / 5= Baaa(t) = &)
. JEq(t

Ea S Ea

Aunque no se pide explicitamente en el enunciado, puede ser interesante comprobar qué ocurre con el flujo magnético
a través del circuito cerrado, también variable, formado por el segmento mévil CD, los fragmentos de regletas
conductoras CA y DB, y la bombilla fija, que definen la malla 9%, = C ABD,y en la que nuevamente tomaremos el
sentido horario como sentido positivo de la circulacioén:

B, = [ By - dS; — [ BydS = | s, = By [ dS = Bya [l - 2(t)] = @s(t)
JEg JEg JEa(t)

Fuerzas electromotrices inducida en cada malla

En virtud de las leyes de Faraday y Lenz para la induccién electromagnética, en cada uno de los circuitos cerrados o
mallas, aparece una fuerza electromotriz inducida por la existencia de flujos magnéticos variables a través de las
superficies delimitadas por dichas mallas:

dd,
L'l(I)m g’m(th‘El - _W =10
gin(lJ T =
dt s, dd, ,
Eind) oz = el —Byai(t) = —Byavy; cte.

Obsérvese que en el circuito variable 9%, = PC' DN se induce una f.e.m. no nula. Por el contrario, en 9%, = PABN no
hay f.e.m. inducida, pues dicho circuito permanece invariable en la situacién descrita, por lo que el flujo del campo
uniforme se mantiene constante en el tiempo.

Analogamente, en la malla g%, = CABC', habra también una fuerza electromotriz inducida:

(l(:[);;,

Eind] s = T

= Byax(t) = Byauvy; cte.

Es decir, 9%, = PABN permanece invariable cuando se desplaza CD, por tanto el flujo del campo uniforme se
mantiene constante en el tiempo y, en consecuencia no hay f.e.m. inducida. Por el contrario, en las mallas
correspondientes a los circuitos variables 9%, = PCDN y 9% = CABC', se inducen sendas f.e.m. constantes y
opuestas:



gin(lJf)‘Eg = —Byavy =&
= =& =E&=DByay =¢E
gdeasH = Byawy = &

medidas en ambas mallas en el sentido horario, determinado éste por la eleccién de los elementos de superficie
dS, =dS; = —-dSk

2.2.2 Ecuaciones del circuito

Modelo circuital del sistema con bombilla mévil

Para construir el modelo circuital equivalente del sistema cuando en éste se desplaza con velocidad uniforme el
segmento condcutor con bombilla CD, basta con afiadir en las fuentes d.c. que modelan las las fuerzas electromotrices
constantes que acabamos de determinar.

Y una vez construido este modelo, es facil obtener las
ecuaciones que gobiernan este circuito. En primer lugar,
tenemos que todas las fuentes de voltaje son d.c., incluidas las
f.e.m. que se inducen al moverse CD que, como hemos visto,
son también constantes. En consecuencia, podemos asegurar
que las corrientes en el circuito seran estacionarias, de
manera que en los nodos C y D no variara la carga eléctrica
almacenada; por tanto, tendra que las suma de la intensidades
de corriente que llegan o salen a/de cada uno de ellos, deben
nulas. Es decir, tal como ocurria en el caso del sistema en
Ieposo:

1*ley de Kirchoff — —I,+ L1+, =0, enCy D

Por su parte, la sequnda ley de Kirchoff establece de nuevo que, en cada una de las mallas del circuito, la suma de las
caidas de tensién ha de ser igual a las suma de todoas las f.e.m. presentes en las malla, medidas ambas cantidades en
el sentido horario predeterminado al calcular los flujos magnéticos:

(& +E=Va+V, endSy = PODN — & —E =L R+ IR,

1 1 IV, = () _ — _
9a l(-‘\ de Kirchoff — g,; ! 1 Ig_. en (_Jz_a,; =(CABD — €& IL RL 172 Rg

Eo+ Ea+E& =Vi+Vy end%, = PABN — =1 R + I, R,

L Eind] oz, =0

En 9%, la fuerza electromotriz total es igual a la suma de la f.e.m. constante de bateria o generador real, mas la
inducida en dicha malla cuando se desplaza CD con velocidad constante. En 93, la Unica f.e.m. es la inducida por la
variacién del flujo magnético a través del circuito CABD. En la malla 93}, las f.e.m. presentes son las del generador real
mas las inducidas en 93, y @3, al desplazarse CD; y como éstas son opuestas, se tendra que la f.e.m. total en dicho
circuito es la &, pues la f.e.m. inducida neta es 0, tal como se comprobé en el apartado apartado 2.2.1.

Ecuaciones del circuito

Obsérvese que las tres ultimas ecuaciones no son linealmente independientes: si se suman las dos primeras, se
obtiene como resultado la tercera. Es decir, sélo dos de estas ecuaciones pueden utilizarse para obtener los valores de
las magnitudes eléctricas desconocidas en el sistema. En el enunciado se indica que se utilicen las correspondientes
alas mallas 9%, y 9%;; es decir, las ecuaciones primera y tercera:

g{}_EZIQRQ+IgRg

E{}ZJLRL-l-IgRg

2.2.3 Intensidades de las corrientes eléctricas en el circuito

Sin embargo, en las dos ecuaciones anteriores hay tres incégnitas: las intensidades de la corrientes eléctricas en cada
una de las ramas del circuito. Por tanto, se necesita una tercera ecuacién que incluya dichas intensidades.
Obviamente se trata de la proporcionada por la primera ley de Kirchoff. Estas tres ecuaciones describen
completamente al sistema eléctrico bajo estudio, pues permiten determinar los valores de las intensidades de la
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corrientes eléctricas que recorren dicho sistema, en términos de la f.e.m. del generador real, &;, la f.e.m. inducida,
E = Byauy, ¥ los valores de las resistencia eléctricas By = Ry = 2R, = R :

I 2E+ Byavy
& — Byavy = R (1724-5’”) L By —
2 — P— |

I -&} Bﬂ o - R (}L + IE) 25{} -3 B.[) aty
Eo=R (11 = RO Y
v ! 2 B{} aty = R(IL - 179)

28— Byawvy

UZIL—FIQ—Ig Ig:T

Si comparamos estos resultados con la intensidades de corriente que obtuvimos en el apartado 2.1.1, donde el sistema
permanecia inmévil, comprobamos...

& _
IR

dis

~ — rlije mov _ 72 - fijo
L>o==1 = JRI—ILRJ‘ PdisJRl

es decir, la bombilla fija se ilumina mas cuando el segmento CD se desplaza hacia aquélla. Por el contrario,

g(]' ijo o g ; ijo
IE{ﬁ%:IEhJ = dis JRQZISR{ﬁ}%:'p(TSSJRQ

Es decir, én la situacién descrita la bombilla mévil ilumina con menos intensidad que cuando estaba en reposo.
Incluso, existe una valor de velocidad del segmento CD para el cudl esta bombilla llega a apagarse pues se anula la
intensidad de la corriente que la recorre; mientras, la bombilla que permanece fija si esta iluminada:

L=0 — Py, =0

3Boa L#0 — PR #0

dis
Otra conclusién que se desprende de los resultados obtenidos para las intensidades en el circuito moévil es:

?|{}:-— P IE:U' Il?é(]. IQ:/éU

Es decir, la bateria dejaria de suministrar intensidad de corriente, sin embargo ambas bombillas se iluminarian
gracias a la fuerzas electromotrices inducidas en el sistema al moverse el segmento CD.
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1 Enunciado

Una varilla conductora de masa m = 2.0 kg se
deja caer deslizando sin rozamiento por dos
guias metalicas paralelas separadas una
distancia ] = 5.0m contenidas en un plano
inclinado que forma un angulo a = 10° con la
horizontal. La direccién de la varilla es, en
todo instante, perpendicular a las guias, las
cudles tienen conectados sus extremos
mediante un cable de resistencia eléctrica

R = 10¢, que cierra el circuito. Las
resistencias eléctricas de la varilla y las guias
son despreciables. El sistema descrito se halla inmerso en un campo magnético uniforme y constante, B,
de 0.5 T de intensidad, aplicado en direccién vertical y sentido contrario a la gravedad. Calcule:

1. Corriente inducida en el circuito y velocidad limite que alcanzara la varilla.
2. Potencia disipada por efecto Joule en la resistencia. Compare esta potencia con el trabajo que por
unidad de tiempo realiza la fuerza peso sobre la varilla.

2 Solucion

Las dos guias paralelas conectadas por el cable y en contacto con la varilla moévil, constituyen un circuito
cerrado 95 por el que puede circular una corriente eléctrica, al tratarse de materiales conductores. Al
poder desplazarse la varilla sobre las guias, se trata de un circuito variable en el que las resistencias
eléctricas de estos elementos son despreciables frente ala B = 102 del cable.

2.1 Intensidad de corriente y velocidad limite

Consideremos la superficie plana S delimitada por el circuito §5. La accidon de la gravedad sobre la varilla
pesada provoca el deslizamiento (sin rozamiento apreciable) de ésta sobre las guias inclinadas un

angulo o respecto de la horizontal y, por tanto, la variacién del area de dicha superficie, S = S(¢). Esto se
traducira también en la variacién del flujo a través de aquélla del campo magnético existente y, en virtud
de la ley de induccioén electromagnética, producird una fuerza electromotriz inducida y una intensidad de
corriente I en el circuito g5.

¥ X

— x(t) —
=

Z 1
,‘_

[

-«
bl

Adoptamos un sistema de referencia cartesiano cuyo eje X es paralelo a las guias, y con el
eje Y perpendicular al plano inclinado que las soporta. La varilla mévil se mantendra siempre paralela al
eje X, y su desplazamiento estara descrito por una vector velocidad v (t) = v(t)1i.

2.1.1 Flujo del campo magnético y fuerza electromotriz inducidad en el circuito

En primer lugar, procederemos a discutir acerca del campo magnético existente en el el entorno del
circuito: por un lado, esta el campo uniforme aplicado en la direccién de la vertical gravitatoria, y cuya
descripcién analitica en el sistema de referencia adoptado sera:
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By = By (—senai+cosaj), con By=|Bo =05T

Pero si el movimiento de la varilla tiene como consecuencia la aparicién de una fuerza electromotriz y una
corriente I inducidas, esta ultima sera fuentes de un campo magnético, que denominaremos B;,q, Y que
también contribuira al flujo magnético a través de la superficie delimitada por el circuito/espira 95.
Notese que este flujo del campo inducido va a ser proporcional a la intensidad de corriente I que lo genera,
siendo la constante de proporcionalidad la autoinduccion L de la espira que, por otra parte, serda variable al
cambiar la forma de la ésta:

<1>mjs(f.)=L“)(BMBM)@S:f By - S+ L(1)I(1)

S(t)

El valor de la autoinduccién de la espira variable no es conocido, ni tampoco facil de determinar. Sin
embargo, esto no supone problema alguno pues la contribucién al flujo magnético de la corriente inducida
puede ser despreciada frente al flujo del campo uniforme, siempre que la intensidad de éste tenga un valor
aprecible, como es el caso. Obsérvese que cuando la varilla empieza a moverse, la intensidad de corriente
inducida es casi nula y, en general esto mismo ocurre con la autoinduccion de la espira, de manera que el
producto de ambas cantidades va a perfectamente despreciable frente al flujo de un campo de magnético
de medio tesla. Cuando la varilla aumente su velocidad, la intensidad de corriente inducida también ira
aumentando, pero esto ocurre a costa de que el circuito/espira se vaya haciendo cada vez mas pequefoy,
por tanto, que disminuya el valor de la autoinduccién. En consecuencia, la contribucién al flujo del campo
magnético inducido se mantendra siempre en valores casi nulos:

Vi, LI =0 = @), g/;_)BO-dS=Bocosa-S(t)
{t

donde los elementos de superficie en la S(t) tiene la direccién y sentido del eje Y, dS = d.5j. Por su parte, el
area de la superficie plana delimitada por el circuito en un instante arbitario ¢, tras iniciarse el movimiento
de la varilla, sera igual al valor inicial Sy de dicha superficie menos el area del rectangulo barrido por la

varilla en su movimiento durante dicho intervalo de tiempo; es decir,
S(t)y= 5y —lz(t) == (I)m(t)Jsm = Bycosa [Sy — lz(t)]
siendo x(t) la distancia recorrida por la varilla en un tiempo ¢, desde su posicién inicial.

2.1.2 Fuerza electromotriz inducida y expresion de la intensidad de corriente

La ecuacién del circuito g5 establece que la suma de todas las fuerzas electromotrices (de generadores y/o
inducidas) presentes en la espira, seran iguales a las caidas de tensién de las diferentes resistencias en

serie existentes en el circuito.
H _
E Sgcn + gind - Z RJ I.:I'
i i

En este caso, la Unica fuerza electromotriz es la inducida debido al la variacién instantanea del flujo
magneético a través del circuito/espira:

Eind= — d;[)th » = [Bycosa d?f) = IBpcosa v(t)
ya que la celeridad instantanea con que la se desplaza alo largo del eje X es...  y(t) = d::l[i‘t)'

La intensidad de corriente sera la misma I(t) inducida en todos los puntos del circuito, y la tinica
resistencia apreciable es la R del cable. Se tendr4, por tanto:

| Bycosa
Ena=RI(t) = I(t) = —— u(t)

Es decir, en cada instante de tiempo la intensidad de la corriente que recorre el circuito es proporcional a
la velocidad de la varilla, donde la constante de proporcionalidad esta determinada por la intensidad y
direcciéon del campo mangético, la separacion de las guias y la resistencia eléctrica del cable. Por otra
parte, siempre que la varilla descienda por el plano inclinado, moviéndose en el establecido como sentido



positivo del eje X, la intensidad de corriente también va a ser positiva; es decir, que la corriente eléctrica
inducida recorrera el circuito/espira /.5 en el sentido antihorario, que es el sentido positivo congruente
con la eleccién que hemos hecho de los ds.

Obsérvese también cémo se verifica laley de Lenz: el movimiento de la varilla provoca una disminucién
del area delimitada por el circuito y una disminucién también del flujo magnético ya que, con la eleccién
de los d8, dicho flujo es positivo. La corriente inducida tiene sentido positivo, de manera que creara un
campo magnético en el sentido de los (S, que contribuird al aumento del flujo magnético oponiéndose, por
tanto, al efecto del movimiento de la varilla sobre dicha magnitud.

2.1.3 Velocidad limite de la varilla e intensidad maxima en el circuito

Para completar el analisis del sistema debemos determinar cémo es la ley v(t) que describe la evolucién de
la velocidad de la varilla o, al menos, obtener la ecuacién diferencial que gobierna dicha evolucién. Para
ello aplicamos, la segunda ley de Newton: la resultante de las fuerzas qué actiian sobre la varilla es igual al
producto de la masa por la aceleracién del centro de masas de la varilla. Las fuerzas que actiian sobre ésta
son: la fuerza peso P, o accién de la gravedad, la fuerza de reaccién normal N, que impide cualquier
movimiento de la varilla que no sea el deslizamiento sobre las guias, y la fuerza magnética F,, que ejerce
el campo magnético B sobre la corriente eléctrica inducida I(t), entre los extremos A y B de la varilla:

P =mg=mg (senai — cosaj); N=Nj (N=0)

1B cos a
R
Y4

v(t) [cosavi+ sena j]

B
F, :f [drxBy = I(t) ABxBy — F, =—
A

Como la varilla no puede girar debido al contacto con las guias, la aceleracién del centro de masas es la
misma que la de cualquiera de sus puntos y, por tanto, sera igual a la variacién por unidad de tiempo de la
velocidad instantanea de la varilla, v(¢) = v(t) i. Se obtienen, entonces las siguientes ecuaciones:

2B2 ool (4
mgsena — LDV X gy d0l) g
dv(t) du(t) , R dt
PN4F,,=m & =m It i —
: : 2 32
—mgcosa + N — By co;afsena v(t)=0 (2)

La ecuacion (2) sélo permite determinar el valor de la fuerza de reaccién vincular equivalente a la accién
de las dos guias sobre la varilla, mientras que (1) es la ecuacion caracteristica de la evolucion de la
velocidad de la varilla. La solucién de esta ecuacién diferencial nos proporciona una descripcién
instantanea del movimiento de la varilla, a partir de la cual, se podra determinar la evolucién temporal de
la intensidad de corriente inducida en el circuito variable bajo estudio.

Sin embargo, en el enunciado sélo se piden los valores maximos que van a alcanzar dichas magnitudes
fisicas, los cuales pueden obtenerse a partir de la ecuacién diferencial (1), aunque sin necesidad de
resolverla explicitamente. Veamos: en el instante inicial, en el cual suponemos que la varilla estd en
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reposo, no hay fuerza magnética actuando sobre ésta, por lo que la aceleracién inicial es debida
exclusivamente a la componente de la direccién X de la fuerza peso (que se mantiene constante en todo
instante):

dv

gJ =a(t =0)= gsena

" At=0

De esta forma, la velocidad de la varilla comienza a crecer, pero esto hace que aumente la intensidad de
corriente en el circuito y, en consecuencia, la fuerza magnética sobre la varilla que, como hemos visto, es
proporcional a la velocidad y tiende a frenar el movimiento de la varilla en el sentido positivo del eje X. Es
decir, la acelaracion de la varilla sera cada vez menor cuanto mayor es su velocidad hasta que, e incluso
aquella tiende a anularse conforme la velocidad se aproxima a cierto valor critico v; que depende de los

parametros geomeétricos y eléctricos del sistema, asi como del campo magnético externo aplicado:

~ mgRsena . du(t)
~ I2BZcos?a a

™

Obsérvese que esto ocurre segun la fuerza magnética sobre la varilla va creciendo paulatinamente y tiende
a compensar o anular la componente X de la fuerza peso. Y cuando la aceleracién de la varilla tiende a
anularse, la velocidad de la varilla y, por tanto,la intensidad y la fuerza magnética tenderdan a estabilizarse
en valores constantes que dan lugar a una situacién de equilibrio dinamico en que la resultante de todas
las fuerzas es el vector nulo, de manera que la varilla realiza un movimiento rectilineo uniforme. Se tendr3,
por tanto, que el valor critico de velocidad antes determinado sera el limite maximo para la velocidad de la
varilla, el cudl se correspondera con un valor maximo de intensidad de corriente en el circuito:

. . ?RQRSEH o _ mgsena  myg )
l-max—l-{—m—5.6]ﬂ./s — Imax—m—ﬁ tana ~ 1.4 A

Noétese que el valor de intensidad maxima es el que da lugar a una fuerza magnética sobre la varilla que
anula el efecto de la componente tangencial de la gravedad sobre ella.

2.2 Estudio energético en el estadio estacionario

Realizaremos un estudio de los aspectos energéticos del sistema cuando alcanza el estadio estacionario o
de equilibrio dinamico; es decir, cuando la velocidad de la varilla y las intensidad de corriente han
alcanzado su valores maximos y la varilla se desliza con movimiento rectilineo uniforme:

Vst — t]maxi
— [P+N+F,] =0

Ic:‘st = J!Tn'mx

En esta situacién de movimiento rectilineo, el trabajo elemental realizado por cada una de las fuerzas
aplicadas es igual al producto escalar de la fuerza por un desplazamiento infinitesimal de la varilla,
dr = vdt = dxi. Y si se multiplica la anterior ecuacién vectorial por un desplazamiento elemental, se
tendra:

§W, = P -dr = —dU,

Wine = N-dr =0 —  [-dU, + 6W,,]_, =0

t
W, =F,, -dr

Es decir, el teorema de las fuerzas vivas o de la energia cinética permite establecer a priori que, cuando el
sistema alcanza el estado estacionario en el cual la varilla se desplaza con movimiento rectilineo
uniforme, el trabajo elemental realizado en cada instante por la fuerza magnética que actta sobre la
varilla, es igual a la variacién de energia potencial gravitatoria de ésta.

Podemos comprobarlo evaluando las cantidades de trabajo que por unidad de tiempo realizan la fuerza
peso y la magnética cuando actiian sobre la varilla. La potencia instantanea desarrollada por la fuerza
magnética es:

dW,,
dt

’Bicos’a m?g® R sen? o
_ == —_—
R max I?B3 cos® o

J = Fm(fcrst) *Vest — — <0
est



donde el signo negativo indica que dicha fuerza realiza un trabajo de “frenado de la varilla”; es decir, actaa
como una fuerza disipativa que se opone a su desplazamiento. La potencia desarrollada por la fuerza peso
es, en cada instantante a la variaciéon por unidad de tiempo de la energia potencial gravitatoria de la
varilla:

du,
C o dt

m?g? Rsen® o
2 B2 cos? o

>0

J =P v = mgsena vy, =
est

Y efectivamente, tal como adelantaba el teorema de las fuerzas vivas, comprobamos que...

dFI-"’mJ _ dUgJ

dt |, df ],

Es decir, la disminucién de energia potencial gravitatoria no se traduce en un aumento de la energia
cinética de la varilla (en el estacionario la velocidad es constante), sino que aquélla es elimanada por el
trabajo negativo que realiza la fuerza magnética que, como ya hemos dicho, se comporta como una fuerza

disipativa. Pero, ;de qué forma se disipa?. ;Qué mecanismo sirve a la fuerza magnética para eliminar la
energia potencial de la varilla manteniendo constante su energia cinética?

2.2.1 Potencia disipada por efecto Joule

Calculamos la potencia disipada en el circuito en forma de calor, a causa del efecto Joule, cuando el
sistema ha alcanzado el estado estacionario:

~ 196w

m?g*Rsen’a  |dW,
Pou|_, = RI%,. = = (S
J Jcst max I?B2 cos® o ‘ dt

_|dy,
| de

est est

Es decir, toda la energia potencial gravitoria que pierde la varilla en su descenso con velocidad maxima y
constante, se transforma en calor en virtud del efecto Joule asociado a la corriente eléctrica inducida en el
circuito a causa, precisamente, del movimiento de la varilla.

3 Anexo: solucidn instantanea

La evolucién en el tiempo de la celeridad de la varilla a partir del instante ¢t = 0 en que se inicia su
movimiento, esta gobernada por la ecuacion diferencial (1) del apartado 2.1.3, que podemos reformular de
la siguente forma:

duv(t)
dt

I? BZ cos® o
mR

+ A v(t) = gsena; con A=

Es decir se trata de una ecuacién diferencial inhomogénea de primer orden en la variable tiempo para la
magnitud fisica v(t), donde el factor A y el segundo miembro de la ecuacién son valores constantes que
dependen de los valores de los distintos paramétros (geometria, campo magnético externo, resistencia
eléctrica), que intervienen en el sistema.

La solucién de esta ecuacion diferencial sera la ley horaria que sigue la celeridad »(t) en el sistema bajo
estudio. Dicha solucién es igual a la suma de una solucién particular v;(t) de la ecuacién, mas la solucién
general de la ecuacién diferencial homogénea, vy (t).

Una solucién particular de la ecuacién diferencial es muy facil de determinar ya que, como el segundo
miembro de la ecuacién no es funcién de la variable tiempo, habra un valor de celeridad constante que
verificara dicha ecuacion:

duvy

vi(t) =vr, cte. <+ +A v =gsena

dt
S

=0
Obsérvese que esta solucién particular es igual al valor critico de velocidad que, mediante argumentos
cualitativos, dedujimos en el apartado 2.1.3 como valor maximo posible para la velocidad de la varilla:

gsena  mgRsena

A [2Blcos?a

vy =
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La solucién general de la ecuacién diferencial homogénea es la familia de funciones del tiempo que
verifiquen la ecuacién:

d'UHl:t)

la cudl se puede integrar facilmente por separaciéon de variables:
— = —/\/dt — hvg=-At+ImC — vg(t)=Ce™

donde C es una constante de integracion. La solucién general de la ecuacién diferencial planteada es:
v(t) = v+ Ce ™

Y para que sea la ley horaria de la velocidad de la varilla en el sistema bajo estudio, esta solucién debera
verificar las condiciones iniciales impuestas en dicho sistema, lo cual fijara el valor de la constante C.
Asimiendo que la varilla se encontraba en reposo cuando en el instante t = 0 comienza a deslizar sobre las
guias, se tendra que:

vi=0)=9+C=0 = C=-y = U(t):w(l—e_)‘i)

Es decir, la varilla parte del reposo y aumenta su velocidad de manera exponencial hasta el valor v, que
alcanzari al cabo de un tiempo infinito, tratdndose por tanto de un limite maximo para dicha magnitud:

limo(t)=v == Vit v(t) < = Una
t—o0

Obsérvese que este resultado parece no coincidir con el analisis cualitativo que se llevo a cabo en

el apartado 2.1.3 para determinar dicha velocidad limite, donde se daba a entender que el sistema
alcanzaria el estado de estacionario (varilla con movimiento rectilineo uniformemente acelerado) al cabo
de un cierto intervalo (finito) tiempo. Podria argumentarse que la ecuacién diferencial que hemos resuelto
constituye un modelo ideal del sistema, en el cudl se estan despreciando ciertos parametros como la
autoinduccioén del circuito variable, o la resistencia eléctrica de las guias y la varilla. Sin embargo,
podemos comprobar que la ley horaria »(t) obtenida con este modelo ideal, proporciona una descripcién
bastante precisa del comportamiento de la varilla. Podemos definir un “tiempo caracteristico” t del
sistema (llamado constante de tiempo o tiempo de relajacion),

1 mhA

T= - = —
A PBicos?a

~3.3s V({)A

tal que para instantes del orden de una pocas

veces T, la varilla tendra un velocidad muy préxima
su valor limites. Por ejemplo, cuando el tiempo
transcurrido desde el inicio del movimiento es cinco
veces el valor de la constante de tiempo, la velocidad
de la varilla casi habra alcanzado el valor limite, con
un error inferior al 1 %:

vlll ———————————

o(57) = v (1—e") =~ 0993y

Para instantes posteriores, la velocidad de la varilla
estard a aun mas préxima al valor 2.

A\

t,~51
Por otra parte, en el apartado 2.1.2 se determiné que !
la intensidad de corriente inducida en el circuito/espira 9.5, debido al movimiento de la varilla, va a ser en
todo instante proporcional a la velocidad de la ésta. Por tanto, esta magnitud eléctrica presenta un
comportamiento en el tiempo completamente similar a la v(¢t):

It)=1L (1—e?™), con ;= EBO% v = % tan o = Iy
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1 Enunciado

Se tienen dos bobinas o solenoides, ambas de igual longitud h, pero de distinta seccion: la
bobina “1” tiene forma de cilindro recto, estando formada por N; espiras circulares de radio a.

Por su parte, la bobina “2” tiene forma de prisma recto de seccién cuadraday la
constituyen N, espiras cuadradas iguales, cuya diagonal mide 2a. En ambas bobinas los hilos

conductores estan enrollados en el mismo sentido, y de manera que las espiras se
distribuyen de forma compacta en planos perpendiculares a su correspondiente eje.
Asumiendo que se verifica la condicién de bobinas largas (h > 2a), (cuales son los
coeficientes de autoinduccién y de induccién mutua del sistema cuando la bobina “2” se
coloca por completo en el interior de la “1"?

2 Solucién

En un sistema formado por varias espiras o circuitos cerrados 1
donde circulan sendas corrientes eléctricas estacionarias, los
difentes flujos magnéticos de los campos generados por dichas
corrientes, a través de las superficies definidas por las espiras,
puede expresarse como una combinacion lineal de las
intensidades de corriente. El sistema bajo estudio esta as
formados por dos bobinas que constituyen sendos circuitos g%,
y J%,, que cuando son recorridos por corrientes de

intensidad I, el,, respectivamente, generaran campos

magnéticos tales que los flujos del campo magnético total a
través de aquéllas verificaran las relaciones,

(I)mJE1 :/BdSI :Llfl—l-ju-fg
b}

A

e

(I)mJg? = / B . ng = ju-fl—l-Lg Ig
Xa

donde L; y L, son los coeficientes de autoinduccion de las bobinas, y M el de induccién

mutua. Y puesto que estos coeficientes estan directamente relacionados con los flujos
magnéticos a través de superificies X, y X, delimitadas por los circuitos 9%;y 9%,, van a

depender tanto de su forma y geometria como de su disposicién relativa.

Notese que como las bobinas son circuitos formados por Ny y N, espiras planas y paralelas
(circulares y cuadradas, respectivamente) las superficies ¥; y 2, se pueden descomponer
en N; circulos idénticos de radio q, y N, cuadrados iguales de lado /2 4, todos contenidos en
planos parelelos, que consideraremos perpendiculares a la direcciéon OZ. Sean S; y S las

superficies planas delimitadas por sendos representantes d%;y J3, de las espiras que
conforman las bobinas; los flujos magnéticos a través de éstas son:

(I)mJE-l :\[EBdS]_ :.N-]_ \[SBdS]_
1 1

(I)mJEQ :\[EBng :.N-g \[SBdSE
2 2
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con dS; ; = dSk. En una situacion general en que las bobinas son recorridas por sendas
corrientes de intensidades I; e I, el campo total que fluye a través de ellas es igual a la suma
vectorial de los campos magnéticos creado por cada una de las corrientes. En el enunciado
se indica que la longitud de las bobinas es mucho mayor que la de su diametro y diagonal; en
consecuencia, es aplicable la aproximacion de bobina larga: el campo magnético creado por
la corriente en cada bobina es practicamente nulo en todos los puntos del exterior y
constante en los del interior, y ademas, independiente de la forma que tenga la secciéon de la
bobina. Por tanto, en los puntos del plano que contiene a las espiras S; y Sy, se tendra:

T T
,u,.)“_lflk; si Pe S, ,U,D“_?Izk; si Pe S,
h h
B‘]_: BEI

0; st Pg5; 0; si P& 5,

Y como los puntos de la superficie S,, delimitada por la espira cuadrada constituyen un

subconjunto del circulo S; delimitado por la circular (es decir, S; C S)), se tendra:

(L (Nili+ No L) k; si Pes,
B=B,+B; = %Nﬂlk; si PeS,— 5
0; si P& 5

\

Por tanto, la expresiones de los flujos magnéticos a través de las bobinas, en funcién de sus
propiedades geometricas son...

®, )y, =N % lNl I f

51

dS]_ + .N-g Igf

52

dSZ] = % (?TEI—E _N'_f I]_ + 2 ﬂ-g ..!“\r]_i?\-rg Ig)

Pnlzy = N % (N L+ Ny I?}/ dSy = % 24 (N1Ng I+ Ngg Iz)

Sz

E identificando en cada una de las expresiones los factores que multiplican a las
intensidades de las corrientes en cada bobina, se obtienen los coeficientes de autoinduccién
e induccién mutua del sistema:

2 2

. 2a
Ly = po le % ; M =po N1 N % ;Lo = po Nzg

2 a2

h
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1 Enunciado

Se tienen tres condensadores de idéntica geometria, “1”, “2" y “3”, cuya
capacidad eléctrica seria Cj s1 no hubiese ningun medio material dieléctrico

separando los conductores. Sin embargo, estan rellenos de sendos dieléctricos
de constantes dieléctricas ky, xy ¥ k3, respectivamente. Inicialmente se

encuentran los tres descargados y los dos primeros estan conectados en serie,
con el conductor libre de “2" conectado al conductor de referencia o tierra. Un
generador electrostatico de f.e.m. V), tiene su electrodo negativo conectado

también al conductor de referencia. Se procede a conectar el electrodo positivo
al conductor libre del condensador “1” para cargar la asociacién en serie. Una
vez realizado este paso, se desconecta el generador. Posteriormente, se conecta
el conductor flotante de la asociacién en serie formada por “1" y “2”" aun
conductor del condensador “3", que tiene el otro conductor conectado a “tierra”.

1. ;Qué cantidad de carga i “n
eléctrica hay en cada uno N
de los conductores de “1” y (;5 ‘

ey K
2" tras cargar la '\ K, é\ 2
asociacion en serie de T |

estos dos condensadores? —L—

;Cual es el valor del 4
potencial en el K, 3"
conductor flotante?

2. ¢Qué valores de cargay —
potencial habra en los =
conductores de cada condensador al conectar el condensador “3” al
sistema, tal como se describe en el enunciado?;Cémo ha cambiado la
cantidad de energia almacenada al conectar dicho condensador?

3. Sean AV"™™, AV;"™ y AV,"™ los valores de las diferencias de potencial
maximas que pueden aplicarse a los respectivos condensadores “1”, “2" y
“3" para que no se produzca la ruptura dieléctrica en cada uno de ellos.
Obtenga las expresiones que permitan determinar cual debe ser el valor
maximo que puede tener V), en funcién de estos valores y de las

constantes dieléctricas, para que en ningun momento del proceso descrito
se produzca una ruptura dieléctrica en el sistema. Considere el caso
particular en que x; <kp <kz3y AV"™ < AVY"™ < AV": ;cuadl debe ser el
valor maximo de V;?

2 Solucion

Los valores C; de Las capacidade de los tres condensadores verifican
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¢y G, Gy
Ky Ko Ky

Inicialmente, antes de realizar ninguna conexioén, el sistema esta
completamente descargado; es decir, ambos conductores de los tres
condensadores tienen carga nula y se encuentran a potencial cero.

2.1 Cargas eléctricas y potencial en la asociacién en serie

Los condensadores “1” y “2” estan conectados en serie, mient ras que “3” se
mantiene desconectado del sistema. En un determinado instante, se procede a
conectar el electrodo accesible del condensador “1" al generador electrostatico
con f.e.m. de valor V,. Dicho electrodo (conductor) va a constituir una superficie

equipotencial de valor V3, y se cargara con una cierta cantidad de carga Q;,

suministrada por el generador; el otro electrodo del condensador “1” adquiere
una cantidad de carga opuesta, por estar ambos en influencia total. Este
segundo eléctrodo presentaran un valor de potencial V,, que sera el mismo que

el electrodo del condensador “2”, al cual esta aquél conectado, dando lugar a la
asocilacion en serie. Y como el otro electrodo del condensador “2" esta
conectado a tierra y por tanto, el valor del potencial en dicho conductor es nulo,
la diferencia de potencial entre dichos electrodos provoca la aparicién de
cargas eléctricas, naturalmente opuestas +(J); en ambos conductores del
condensador “2”. N6tese que la carga — Q, en el electrodo conectado

a tierra seria suministrada por dicho conductor de referencia. Por otra parte,
notese que en la asociacion en serie de ambos condensadores, los electrodos de
unos y otro que son interconectados constituyen un conductor flotante; es
decir, es conductor aislado en el que la carga Qf que almacenada permanece

constante: y si inicilamente estaba descargado, en todo momento permancera
con carga total nula, independientemente de como se distribuya. En
consecuencia,

—h+Q=0=0== Ah=0Q0=0
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Por otra parte, la capacidad C;, de la asociacién en serie de los condensadores
ly 2, sera

1 _1+ I 1 kit+k W
C'a Cy O Co  Kikag Q ?

pues la diferencia de potencial entre los conductores accesibles de la
asociacioén es Vj, al estar el otro a potencial nulo (conectado a tierra). Y puesto

que el conductor accesible del condensador “1” esta directamente conectado al
electrodo positivo del generador mientras que el negativo esta a tierra, se
tendra:

Ky ke
Vi=Vy = Oy =0y =0 =— (, 1/
1 0 h=Q=Q K1+ Ko oro

El valor del potencial en el conductor flotante, V;, es inmediato:

g Q 2 K1
Co=hCp=2==2 = | V=V= = Vi
? 20 -['Fg I{E : 2 Ka G{} K1+ Ko 0

Si tras cargarse la asociacioén en serie se desconecta el generador, en los
conductores permanecen las mismas cantidades de carga que se establecieron
tras la conexién. Y tampoco lo haran los valores de los potenciales V; y Vs,

mientras no se mantengan las capacidades eléctricas del sistema; es decir,
mientras no se cambie la geometria de los condensadores y/o sus conexiones.
La energia electrostatica almacenada en el sistema es

Q)* 7 K1ka
e

1 )
-2 Cy V2
5 Cra = -0 ¥y

B | =

Ue =5 |Qu(Vi — Vo) + QuVa| =

K1+ Ko

| =

2.2 Cargas eléctricas y potenciales tras conectar el tercer condensador

Cuando el condensador “3” se conecta a la asociacién en serie previamente
cargada y desconectada del generador, aquél pasa de estar descargado a tener
cargas +(),; pero también han cambiado las capacidades eléctricas del sitema
previo, por lo que también cambiaran las cargas y potenciales, en los
conductores de los condesadores “1" y “2” que, en general, tendran valores +@,
+@,, V] y V, . Obsérvese que éste va a ser también el potencial en el electrodo
del condensador “3” que se conecta al conductor flotante la previa asociacién
en serie. Y como el condensador “3” estaba inicialmente descargado, la
conexion de los tres conductores (uno de cada condensador) seguira
constituyendo un conductor aislado y descargado; es decir, sigue siendo un
conductor flotante. Por tanto,



~Q1+ Q4+ Q=0 =0

Por otra parte, el conductor
libre del condensador “1” (el
que se conecto y desconecté
luego del generador), se
encuentra aislado, es decir, no
puede cambiar la cantidad de
carga que soporta, que seguira
siendo la que adquiri6 al
conectar el generador. Y en el
otro conductor se mantedra la
carga opuesta, al ser “1” un
condensador que,

necesariamente ha de cumplir la condicién de conductores en influencia total.

En consecuencia, se tendra:

K Ka

Q=Q=—-—0CW |y QQ+Q,=0Q,=0Q

K1+ Ko

Si tenemos en cuenta que “2" y “3" forman una asociacion en paralelo, su

capacidad Cy3, €s ...

Cog = Cy 4+ Cy = Cy (ko + K3) = Q!?{;Qi% —_

‘9
Vi=V, = Q — Kika v
| P Colkatrs) (Kt ko)(ka +hg)

... y las cargas en los conductores “2" y “3”...

, , 1K
(s = ko CoVy = - N+ 12 Co Vo

S . r
Q3 = k3 CoVy =

Kikaka
(k1 + k2)(Kke + K3)

-
(I}Lﬂ

Finalmente, la diferencia de potencial entre los conductores del condensador

“1” esta determinada por la cantidad de carga eléctrica que separa y su

capacidad:

VLI . I;; — QfL

——
k1 Chy

V=V 4 Q Kokt Kot K3)

k1Co (K1 4+ ka)(K2 + K3)
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La energia electrostatica almacenada en el sistema en este caso es:

il ]' ! ! ! I
Ue == Q1 (V] = V) + (Q5 + Q) V).

lj

.. 0 también, expresada en términos de la capacidad C,q de la asociacion en

serie del condensador “1” con la asociacién en paralelo de los condensadores
M2" y M3".

1 1 1

con = +
Coq K1Cy (K2 +83)Ch

LA
Lﬁ'_

2| =
Ef}

Luego, la variacién sufrida por la energia almacenada en el sistema al conecta
el tercer condensador en el sistema aislado previo, es:

) ) ] 1 1 1
AU =U U, =L o2 (L
SV V=35 Q (CN Gm)

Se tendr3, por tanto,

2o
Ky Ko Kg

1 1 1 Ka 1
2 (K1 + K2)? (Ko + K3)

" Cy Ko (kg + K3)

= AU, = — Co H}E

2.3 Valor maximo de la f.e.m . del generador para evitar la ruptura dieléctrica
en los condesadores

Para que no se produzca dicho fenémeno, es necesario que la diferencia de
potencial en cada condensador, en cada una de las dos situaciones
consideradas, sea menor que el limite maximo correspondiente.

En el primer condensador, la diferencia de potencial entre sus electrodos es la
misma en las dos configuaciones consideraras; por tanto, para que no se
produzca la ruptura dieléctrica en dicho condensador se debera cumplir:

ko .
‘ Lﬁ {fﬁiLT"ah
2

Vi—=V, =V —V/ =
! : : 2 K1 -+ Ko

El valor del potencial en el conductor flotante verifica la relacion...

K Kka ”
(K1 + ko) (kg + K3) K1+ Ka

V=



Por tanto, la diferencia de potencial en el condensador “2" alcanza el mayor
valor en la configuracién de asociacion en serie con “1”:

ki .
V) < Vo= —— 1 < AV,
- - K1+ Ko -

En el caso del condensador “3”, éste sélo interviene en la configuracién final del
sistema, por tanto, debe cumplirse:

hihka
(k1 + Ko)(ka + K3)

5 r FINAX
-["I.' — -[-{} { &1":.}

Si se tienen en cuenta las relaciones entres los valores de las constantes
dieléctricas y entre los valores de potencial maximo en cada uno de los
condensadores....

K1 Ko K

1 Ko . . .
———————— < ——— 1) <« —— V) < AV™ < AVY™ < AV
If.h.L + h.g}fh.g + h.;;} K1+ Ko K1 -+ Ko

luego, la condicién critica en el valor V, de la f.e.m. del generador para que no
se produzca la ruptura dieléctrica en el sistema es:

K1+ Ko
I{} - =

&'L_Fllllﬂx

Ko




1 Enunciado

Se tienen dos discos conductores idénticos, de radio ¢ = 6 ¢m, con los que se
quiere construir un condensador plano-paralelo de capacidad eléctrica
(._T{]. ~ 100 I"]F

1. Si los conductores estan separados por aire, cuyo campo de ruptura es
E.i. = 3kV/mm, ¢qué distancia debe existir entre los discos conductores?

¢Cual es el maximo valor de diferencia de potencial que puede aplicarse
entre los discos?

2. S1 se separan por una lamina de papel de espesor 4 = (J, 1 mm, cuya
constante de dieléctrica es x =~ 4, y cuyo campo de ruptura es
Frap = 12kV/mm, ¢cudl sera la capacidad eléctrica y la diferencia de
potencial que puede aplicarse?

2 Introduccion

El condensador plano-paralelo

Un condensador plano paralelo es un sistema formado por dos superficies
conductoras planas iguales, enfrentadas y dispuestas en sendos planos
paralelos, separadas por un medio dieléctrico. Ademas, ambas superficies
conductoras se estan en influencia total: soportan cantidades opuestas de
carga eléctrica y, por tanto, todas las lineas del campo eléctrico que “salen” del
plano con carga positiva + Q, “terminan” en el plano con la carga negativa - Q.

Adoptaremos un sistema de referencia tal que los planos conductores
enfrentados y cargados, coindicen con los planos geométricos [, : x = 0y

I, : * = d , ambos perpendiculares al eje OX. Ademas, consideraremos que el
dieléctrio que separa ambos planos es el vacio, cuya permitividad dieléctica en
el Sistema Internacional de unidades es =, = (1/367) nF /m.

En un condensador real con conductores de tamano finito y planos en
influencia total de area S, las cargas eléctricas se ditribuyen mas o menos
uniformemente en puntos alejados de los bordes de los planos conductores; los
valores absolutos de las densidades de carga eléctrica crecen conforme nos
aproximamos a dichos bordes. Sin embargo, sila distancia 4 que separa los
planos conductores es significativamente menor que las dimensiones de
dichos planos, es posible despreciar estos efectos de borde y considerar, en
primera aproximacion, que las cargas eléctricas se distribuyen practicamente
de manera uniforme en los planos conductores, estando descritas por sendas
densidades superficiales de carga constantes y opuestas:



d <z SY? =

fTr.-J Ma _ﬁr.-{m = d-l.- :{a"r—:} = —0y

En consecuencia, las cantidades opuestas de carga distribuidas en los planos
conductores seran:

1

Q| = [ 0. dS =gy S = +Q
J11,

QJH - [ Te CISE =y ;S = —Q
J 11,

2

Como pudo comprobarse en el ejercicio dedicado al estudio del campo eléctrico
creado por planos cargados uniformemente, dos distribuciones superficiales de
carga constantes y opuestas, localizadas en dos planos paralelos enfrentados
separadas por vacio, sélo crean campo eléctrico en los puntos situados entre
los planos. Y éste es uniforme, perpendicular a los planos cargados y de
modulo proporcional al valor absoluto de la densidad constante de carga. En el
caso que nos ocupa, se tendra que...

9

—

E(r,y,z) =

{

t= Ly, para 0<zx<d

n

e

{

Este campo eléctrico implica la existencia de un potencial electrostatico V' (),
en el que las superficies conductoras son superficies equipotenciales. La
diferencia de potencial entre ambas es igual a la circulacion del campo entre
sendos puntos de dichos conductores. Si se calcula a lo largo de una linea
cuyos puntos estén todos situados entre los planos II; y II,, se tendra:


http://laplace.us.es/wiki/index.php/Campo_el%C3%A9ctrico_de_un_plano_cargado_GIA
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o r=i
B = Tp
tales que Vi—V5 = / Fy-dr = [ (o0/20) de = — d

i e=l) =)
Capacidad eléctrica del condensador plano paralelo

Las propiedades eléctricas y el comportamiento de un condensador en un
circuito estan caracterizadas por su capacidad eléctrica C, definida como la
relacion entre la carga eléctrica que se distribuye en uno de sus conductores y
la diferencia de potencial entre éste y el otro conductor. Se trata de un
parametro que depende de la geometria del sistema(forma de los conductores,
posicion relativa,...) y del medio dieléctrico que se interpone entre los
conductores. En el caso del condensador plano paralelo analizado, con espacio
vacio entre los conductores, la capacidad eléctrica (; sera:

(‘r _ QJHl _ Q C.[]. ~ oy S _ £0 S
V] M V] . Vi— Ve (o0/20) d d

Hay que insistir en que anterior expresion se ha obtenido considerando
despreciables o no significativos los efectos de acumulacién de carga en los
bordes de los conductores; es decir, en el caso de un condensador plano
paralelo real el resultado anterior no es rigurosamente exacto, pero
proporciona un valor de la capacidad eléctrica tanto mas preciso, cuanto
menor sea la distancia de separacién entre los planos, en relacién con las
dimensiones de éstos.

Si entre los conductores de un condensador se coloca un conductor lineal
homogéneo, la capacidad del condensador se multiplica por un

factor x (constante dieléctrica), que depende exclusivamente del material. En el
caso del condensador plano paralelo, relleno de dieléctrico lineal...

K& S G:. ||:G[] 9] -|.u' :!":_O-[J

=

Campo de ruptura del dieléctrico Cl KE, C2
En el caso del condensador relleno de un
material dieléctrico lineal, existe otro X
importante parametro de diseno: >
el campo de ruptura dieléctrica. Es decir,
el valor maximo que puede tener la +l'— —e
intensidad del campo eléctrico en el
interior del medio dielétrico sin que se I | |
produzca la ionizaciéon de las moléculas

0 atomos que lo componen. El valor de — !
este campo de ruptura es una =0 r=d
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caracteristica de cada material, y va a

condicionar cual es la maxima diferencia de potencial que puede existir entre
los conductores. En el caso del condensador plano paralelo relleno de
dieléctrico lineal, el campo eléctrico en el interior también es uniforme. Por
tanto...

o
Elx,y,z) = E7, cte., para 0 <z <d = Vi—-Vy= [ Ldr=FEd =

S

— '[J’L — 1{2
|E| - T E Erup

3 Solucién
3.1 Condensador plano relleno de aire

Se tienen dos discos conductores de radio 4 — ¢ ¢m, con los que se quiere
construir un condensador relleno de aire cuya capacidad eléctrica sea de

100 pF, aproximadamente. Se trataria de un condensador plano paralelo con
los planos de los discos conductores en influencia. Si el dieléctrico que separa
los discos conductores es aire, la capacidad eléctrica de este condensador sera:

20 S

— , _ .2 _ ap —4 .2
Clir = Kair 7 con S=wa =367 x 10" " m

siendo d la distancia de separacién entre los planos. La constante dieléctrica
del aire es x,;, = 1, 00051 = 1,00. Es decir, la capacidad eléctrica de un
condensador es practicamente la misma en vacio que relleno de aire. Por tanto,
para que la capacidad el condensador sea la requerida, la distancia de
separacion debera ser:

Cle = 100 pF
0 S 107'nFm
gg S Clair 100 DF
d

= 1 mm

l:V--_"T:-iir =~
Se comprueba que las dimensiones de los discos (sus didametros), son
considerablemente mayores que la distancia de separacion,

D=2a=120mm > lmm = d

por lo que es de esperar que la expresién utilizada para la capacidad eléctrica
del condensador, proporciona valores adecuados de esta magnitud.

Para determinar cual es la maxima diferencia de potencial que se puede aplicar
entre los conductores de este condensador, imponemos la condicién de que la
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intensidad del campo eléctrico uniforme que exista dentro del condensador, no
puede superar el campo de ruptura del aire:

= 1= Va

d

< Eair =J k"\f'r,-’llll'lll'l = IrK—L - F'-E < Eair d=3kV = -&V;uax

3.2 Condensador plano relleno de dieléctrico (lamina de papel)

Se separan los discos conductores mediante una lamina de papel de espesor
0 = 0, 1 mm, cuya constante dieléctrica es xp., = 4. En estas condiciones, la

capacidad del condensador plano paralelo sera:

L g0 S
Gﬁ";.l:’:.p ~ K pap fs - 4 IIF

Para determinar ahora la diferencia de potecial maxima que puede
establecerse entre los conductores, se ha de tener en cuenta que han cambiado
tanto el campo de ruptura como la distancia de separacion:

A=V

)

|E| = < Bpap = 12kV/mm = | Vi — Vo < By 0= 1,2kV = AV,




1 Enunciado

Tenemos un condensador plano de placas circulares de radio R = 2.30cm
separadas par una distancia d = 1.10 mm. Al condensador llega una corriente
I = 5.00 A. Calcula la corriente de desplazamiento en el interior del
condensador.

2 Solucion

provoca que en una de sus placas

aparezca una carga Q(t). Esta carga —(J(#)
crea un campo eléctrico entre las

cargas y produce una carga-Q(t)enla () () “\5
placa opuesta, pues ambas placas

estan en influencia total. Este campo

eléctrico depende del tiempo, y la 7

corriente de desplazamiento es

proporcional a la derivada en el

tiempo del flujo eléctrico de este

campo. Sillamamos I a la corriente que llega a las placas tenemos

dQ(t)

lo=—5

La corriente que llega al condensador +

T XX R AR g Ag (it

Esto es asi por que la carga que lleva la corriente no puede atravesar el
condensador y queda depositada en la placa del condensador.

Como el radio de las placas del condensador es mucho menor que la distancia
que las separa (R < d), esta justificado despreciar los efectos de borde.
Suponemos entonces que el campo eléctrico entre las placas del condensador
es uniforme y perpendicular a las placas

E(t)= Ey(t) @

El vector 7 es un vector unitario que va desde la placa con carga positiva a la
negativa.

Vimos en el tema dos que el campo creado entre dos placas con densidades de
carga del mismo valor absoluto y signos contrarios era

E="g
o
donde o es la densidad superficial de carga. En nuestro caso la densidad
superficial de carga es
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_ Q)

A

siendo 4 — 5 R?el area de las placas del condensador. Entonces el campo
eléctrico entre las placas puede escribirse

E(t) = Q{f? ii

Vamos a calcular la corriente de desplazamiento que atraviesa el condensador.
El flujo eléctrico a través de una superficie paralela a las placas es

d, = fﬁ-d.i'z f(Eﬂ(t) i) - (dAd) = fEﬂ(t}d.{

e s s

Como el campo eléctrico es uniforme tenemos

QW) , _ Q)

C.D-l Zn

(I)E = E‘D(t) .‘1 =

La corriente de desplazamiento es

I d®,  dQ(t)
a0 T dt

Pero este valor es igual a la corriente que llega a las placas.

dQ(t
1= 990

Vemos entonces que la corriente de desplazamiento entre las placas del
condensador es igual a la corriente de conduccioén en el cable. Este hecho es el
que hace que la Ley de Ampere-Maxwell pueda aplicarse a cualquier superficie
apoyada en una curva cerrada. La Ley es

j{B' dl'= po [T + Iy,

r

En el sistema de la figura, consideramos dos superficies apoyadas en la curva
cerradaT. Siaplicamos la Ley de Ampere en la superficie S; tenemos

j{g . df: J.LD[I —I—Id]sl = [.LQL}

r

Mientras que si lo hacemos en la superficie dos tenemos



jég'df:}tn[f-l-fd]gg:and:#crfn 41’
_|""|

e L]
r . 3 .

43t
Hay que senalar que el hecho de que la i ( \
corriente de conduccion en el cable y la l - — S,
corriente de desplazamiento en el interior del P
condensador sean numeéricamente iguales no \V‘j
quiere decir que podamos escribir la Ley de - i
Ampeére-Maxwell asi A f

565; dl'= po [T + I g = po [2 Lo,
r
Esto no es correcto. La corriente de conduccioén y la de desplazamiento

aparecen en lugares distintos. La de conduccién en el cable y la de
desplazamiento en el interior del condensador.
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1 Enunciado

Se tienen dos discos plasticos de radio 1 cm y espesor despreciable, sobre los cuales se distribuyen de
manera uniforme cargas de +1 nC y -1nC respectivamente. Estos discos se disponen paralelamente a
una distancia a. Determine

1. El valor aproximado de la diferencia de potencial entre los centros cuando la distancia a = 1 mm

2. El valor aproximado del voltaje sia=1m.

3. Determine exactamente la diferencia de potencial entre los centros para cualquier valor de a.
Compare el resultado con los dos anteriores. ;Cuanto es aproximadamente el error cometido en el
primer apartado? ;Y en el sequndo?

2 Pequeiia distancia

En el primer caso situamos los discos a una distancia mucho menor que su propio radio, siendo
uniforme la distribucién de carga sobre ellos.

Esta configuracién es muy parecida a la de un condensador de placas paralelas, separadas una
distancia a, menor que su radio. Como en el caso del condensador, que veremos mas adelante,
podremos suponer que el campo es uniforme entre los discos.

La aproximacién que hacemos consiste en suponer que los discos se comportan como planos de
extensioén infinita. Esto es razonable siempre que no nos alejemos de ellos tanto que podamos
apreciar su tamafo real. El campo creado por dos planos infinitos de carga uniforme, con densidades
de carga iguales en magnitud, y opuestas en signo, vale

r i
0 z < ——
2
0o i1 a
E=¢—u --<z<-
Z0 2
0 > 2
\ £73

Para hallar la diferencia de potencial entre centros integramos este campo desde el centro de un
disco hasta el del otro. También podemos hallar el potencial en cada punto y calcular la diferencia
entre los centros. En este caso no podemos suponer el origen de potencial en el infinito, por tratarse
de planos infinitamente extensos. En su lugar, situamos el origen de potencial en el centro del
sistema, resultando

Tgfl
¢ To 2
250
0y a a
p={4 ——z ——<z<_
0 2
Tpfl a
—_ x } —
\ 2:’30 2

La diferencia de potencial es entonces

v o) -o(3) -2 &

2 = i

(la densidad de carga, por ser uniforme, equivale a la carga total dividida por la superficie). El valor
numérico de esta diferencia es

-9 -3
Ay @a _ 1 4Qa o o4 1070 x 10

= = V=360V
megR2 dmweg R? 10—+
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Vemos que el voltaje es relativamente elevado, y para una distancia tan pequeiia, probablemente se
produciria la llamada ruptura dieléctrica, en la que una chispa salta de una placa a la otra,
descargando el sistema.

3 Gran distancia

Sila distancia 4 = 1 m no podemos suponer que se trata de dos discos practicamente infinitos. Por el
contrario, cada uno ve al otro como una carga practicamente puntual. Al otro, pero no a si mismo. Para
hallar la diferencia de potencial superponemos el efecto de los dos discos, de forma que el potencial
en cada punto se escribe

¢(r) = ¢4(r) + ¢(r)

Primero tomaremos el de carga positiva, hallaremos el potencial en un punto muy alejado y en su
propio centro y calcularemos la diferencia. Sumando el mismo calculo para el de carga negativa
tendremos la diferencia total.

AV = $(4)=8(B) = (6+(A)+¢—(A)~(6+(B)+6_(B)) = (¢:+(A)—-(B)+(¢_(:1)—¢_(B)) = AV, +AV.
Para el disco inferior resulta
a2
AV, = E,dr=¢(z=—-a/2)— ¢, (z=a/2
/ . b1(z = ~a/2) - 64(2 = a/2)

Enz=-a/2 estamos situados en el centro del disco y el potencial en este punto (tomando el origen en
el infinito) lo obtenemos a partir de la expresion

. 1 o, dS’
dL(r) /

:4:'r€0 |r —1/|

que, en nuestro caso

r=0 r=pu, |r-Y|=p d =pdpdy

(‘ﬁ (_E)_ 1 [R/Z?Tgsp!d'p!dp!_gsR_ Q
"\ 2/ dng o Jo i 2 2megR

Al desplazarnos al punto z = a / 2 ya estamos lo suficientemente lejos del disco para verlo como una
carga puntual y el potencial en este punto (tomando de nuevo el origen de potencial en el infinito) es,

aproximadamente,
o fa Q
P+ (5) - dmega

La diferencia de potencial debida al disco de carga positiva vale entonces

AV, Q Q

et

© 2meoR B dreqa

Para el disco de carga negativa resulta la misma diferencia de potencial, al cambiar tanto el orden en
la resta como el signo de la carga, con lo que

AV = AV, 4 AV. = 2 @

El valor numeérico de esta cantidad es

Q@ _ 1 19 g500v 22 18V y— 357y

megR dmeg R MEGD




1 Enunciado

Un corteza esférica de un material conductor ideal, tiene un radio R y un espesor §, tal que § < R,
de manera que puede considerarse como una superficie esférica X. Realizando una serie de
medidas tanto en el exterior de la corteza (donde no hay otras cargas préximas), como en el
espacio interior delimitado por %, se determina que hay un campo eléctrico radial cuyas lineas se
cortan en el centro O de la superficie esférica conductora:

—kr.-q|r—1i3; s |fl<R =R-3

E(r) = Ef?‘} u,.(r) =
fff.-qi.; si |I‘| > R+=R+%
rf? 2

(con . _ (_—ﬁé)

1. Indique qué distribuciones de carga eléctrica producen dicho campo eléctrico.
2. ;Como es el potencial eléctrostatico creado por dichas cargas?
3. Acciones del campo sobre un dipolo eléctrico.

!:‘C-c.\'l(r}+ E(F) A \\

E(R")-

ER)-

2 Solucion

2.1 Distribuciones de carga

2.1.1 En el interior de la corteza conductora

En los puntos del interior hueco de la corteza existe un campo radial cuyas lineas convergen al
centro O de la corteza, y definido por la funcién de campo

Ei(r) = —kﬁ-qi ., VP talque |r|< R

|I‘|3

Obsérvese que esta expresion se corresponde con el campo creado por una carga puntual de
valor - g < 0, situada en el centro O. Por si hubiese alguna duda, podemos aplicar la ley de Gauss en
superficies cerradas contenidas en el interior de la corteza conductora:

?g E.dS = QJ OTine = 7 (cte) < R
J O Tint

o
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Tomemos una ¢ esférica, con centro en O y radio

arbitrario r <R~ y calculemos el flujo del campo
eléctrico a través de la misma. El vector elemento de
superficie S en cada punto de {r;,, tiene la direccién
y el sentido del vector r que determina la posicién de
dicho punto respecto de O; por tanto, es paralelo al
campo eléctrico en dicho punto:

- 19
E-dS] ey, = B dS = —keq dS = kg —

=t int |]:‘|2

Todos los puntos de los puntos de la superficie i+ se
encuentra a la misma distancia r, por tanto es un
valor constante en el integrando de la expresion que
formula la ley de Gauss:

Fe g ke g ¥
?g Eiy -dS = — 'qj [ dsS = — 'qj drr? = _ 4
S A J T =

= 20

= Q. =-q, VOrm talque 0<r <R

int

Es decir, la cantidad total de carga encerrada en toda superficie gaussiana esférica ¢, con centro

en O y cualquiera que sea el valor de su radio entre Oy R ~, es siempre —¢. Este resultado, junto
con el caracter radial del campo eléctrico, sélo es compatible con que la tinica carga localizada en
el interior hueco de la corteza conductora sea una puntual de valor - g situada en el centro O.

2.1.2 En la cara interior de la corteza conductora

En virtud del teorema de Faraday, en la cara interior
de la corteza conductora, X,:r = R ~, va existir una
carga inducida en cantidad opuesta a la que se haye
en el hueco interior. Este resultado se obtiene de
aplicar la ley de Gauss en un superficie cerrada gr,,
tal que todos sus puntos se encuentra en la corteza
conducta; es decir, entre las

superficies X :r = R ™Y Zexir = R ©. Por una parte, el
campo eléctrico es nulo en cualquier punto de dicha
region conductora de espesor §; por otra, la carga
eléctrica dentro de dicha gaussiana seraigual ala
carga puntual que hemos calculado en el centro Odel
hueco, mas la carga que hubiera distribuida en la
superficie interior de la corteza conductora:

U=ﬁ£ E-rlS=QJ =l(—q—|—Qj“) =
Jar o o i

cond Toond
Qs

“int

-

=—(-q)=gq

Como la carga puntual del centro O equidista de todos los puntos de la superficie %, la carga

inducida en dicha superficie de distribuira uniformemente, dando lugar a una densidad superficial
de carga constante,
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olg, =2 cl—n oo
“w S|, 4n(R-0/22° 4nR2

“int

donde para obtener su valor aproximado se ha considerado que el espesor § de la corteza de es
practicamente despreciable frente a su radio R.

2.1.3 En la cara exterior de la corteza

La carga puntual - g en el centro O de la corteza conductora y la carga g distribuida en la superficie

interior ¥;, determinarian que, en virtud de la ley de Gauss, el campo eléctrico fuese nulo para
todos los del espacio tales que |r| > R . Por tanto, la presencia de un campo eléctrico exterior a la

corteza,

Ecw(r) = +k. G'|r—]]3 . VP talque |r

> Rt | Eﬁl{l‘}
» 4‘"'(15

requiere la existencia de otra distribucién de carga
eléctrica. Como se sabe, éste no puede localizarse en
el interior de la corteza (medio conductor), pero si en
su superficie exterior ¥;_, : » = R*. Pero ademas, la
anterior expresion del campo exterior implica que no
puede haber cargas en el espacio que rodea a la
corteza conductora: es decir, en puntos |r| = r > R™.
Esto puede comprobarse (jcomo no!) mediante la ley

de Gauss evaluada en una superficie esférica 7.,
con centro en O y radio mayor que R *:

?,2 ?.2 £o

k. k.
E.-dS=+ i [ dS = + 'qﬂ;ﬂr?:—l-i, Yr >Rt
S e o BT
Si el valor de este flujo es el mismo, independientemente del valor del radio (siempre que sea
mayor que R "), toda la carga q debe estar distribuida en la superficie exterior Z.,;; ademas, la

simetria esférica del campo E_,, esta directamente relacionada con que la carga se distribuye
uniformemente en la superficie conductora exterior:

_Q  _ q . a
s =0 | %o =5 “Tmro "= "

Ll =13

2.2 Potencial electrostatico

Como se sabe, conocido el valor de potencial en un determinado punto P, del espacio, V(Py) = V,,
para cualquier otro punto P se tendra:

P
V(P) =V, — / E-dr

J Py

Considerando que la posicién del punto genérico P esta determinada por el radio-vector posicién
r— O_}g' la expresién general de la funcién de campo puede expresarse en términos de una
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integral indefinida para el campo eléctrico mas una constante de integracién, que ha de ajustarse
de manera que se verifique la condicién sobre el valor conocido del potencial para ry = O_}g{f

Vir) = — /E ~dr +C, talque Virg) =V,

2.2.1 En el exterior

En los puntos exteriores a la distribucion de carga se tendra:
'i:xt(r} = = /Eext -dr + cht: para |I’| =T = R+

Si expresamos el vector-posicion r en términos de su médulo r y del vector unitario u,.(FP), en la
direccion y el sentido del sentido del segmento 55, se obtiene:

(_A—ED) =r=ru.(P) dr dr

r
- EO}CI. cdr = +k,q :+qu ?—2

|r|:i

dr = drw,(P) + r du, | -

pues al ser u,( P) un vector de médulo constante (siempre igual a la unidad), en todo punto se
cumplira que rlu,.j p Lo P).En consecuencia, el potencial electrostatico creado en el exterior de

la distribucion esférica de sera:

1
et (T) = —ko g /i 4+ Cot = hg +Co, para |r|=r>RT
-

La constante de integracion C.y se ha de determinar a partir de valor del potencial en un punto del
dominio de definicién; es decir, un punto del exterior. Obsérvese que los puntos infinitamente
alejados de la distribucién pertenecen a dicho dominio, y puesto que la carga Q se distribuye en
una region finita (la esfera de radio R), la perturbacion que produce (es decir, el campo eléctrico o el

potencial electrostatico) va a ser poco significativa e incluso despreciable en puntos muy alejados.
En consecuencia, la constante de integracion C.y debe ser tal que:

lim Viy(r)=Cuq =0 - et (T) = ke 9

para |r|=7r> R’

2.2.2 En la corteza conductora

En los puntos del interior del conductor (R~ < |r| < R"), el campo eléctrico en situacion de
equilibrio electrostatico es nulo, por tanto:

mn(l I‘} [ cond -dr + Ccon(l - C(.‘Oll(l: para R = |F| = R+
R
=0
Es decir, la corteza conductora es una regién equipotencial. Para determinar el valor uniforme del
potencial en dicha regioén, exigimos la continuidad del potencial en los puntos de la cara exterior
de la corteza conductora:
4
ke BT

q
~ k.=
R

('}J(? = R+} = Ccon(l Imn{l R+} =

q

e m = 1’{}5 para R < |F| = R+
e

I'J::ond(r} =k




2.2.3 En el interior

Para determinar el potencial en el interior V( f,-) A
hueco de la corteza conductora
procedemos de la misma manera que en
los subapartados anteriores:

“—kg/r+2V,

';i-ntlfr) - = /Eint -dr + Cint.,-. para |I’| =T S R_

Operando de manera analoga se obtiene:

l -
.[’;i-nl'_l:r} —_ kﬁ- q /’i + (-'f""' - _kﬁ- g + (.-"rinl‘_; p?ll'?l |I’| =T E R_
. r

Pl

... y para determinar la constante de integracién C;,; volvemos a exigir la continuidad del potencial,
pero ahora en los puntos de cara interior ¥;,; de la corteza:

s — ) = q = — q oo — 14 Sg— - v — QR o A
1(:0["[(? - R ) - kr:R_'_(s;? - JEg‘r.- R— (SI"IQ_I_C"". - Imt(? - R } = Cmt - qu RQ — (6;,.2 7 ™ 21(}

Por tanto, el potencial electrostatico en la regién interior a la corteza esférica es:

i _
b€ + 2V, para |r|=r<R

/s ==k,
Ilnt(r} kr. |I‘|
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Dos esferas metalicas conectadas a potencial fijo
(F2GIA)

De Laplace

1 Enunciado

Dos esferas metalicas conductoras de distintos radios, R; ¥ Ry, se encuentran muy alejadas

entre si, aunque conectadas mediante un hilo conductor perfecto de gran longitud. La esfera
mayor (de radio R;) esta conectada a un generador ideal de fuerza electromotriz V. Asumiendo

que la distancia de separacién entre las esferas es suficiente como para considerar que no hay
influencia entre ellas, analice los valores del potencial, carga eléctrica, densidad superficial de
carga e intensidad del campo eléctrico en las superficies de ambos conductores.

2 Solucion

Las dos esferas metalicas estan conectadas mediante un hilo que se considera conductor
perfecto. Por tanto, cuando tras conectar la esfera mayor al generador ideal, el sistema alcanza
el equilibrio electrostatico, el valor del potencial en ambas esferas sera V,. En particular, la

superficies esféricas g y dr, seran equipotenciales:
V)]s, =V, =V

En ellas se almaceneran sendas cantidades de carga eléctrica, Q; y Q,. Se considera que las

esferas estan lo suficientemente alejadas como para que no haya una influencia apreciable
entre ellas. Por tanto, la relacién entre la cantidad de carga y el valor del potencial en cada
superficie estara determinado por el correspondiente valor de su capacidad eléctrica.

Q= Cy Vo 2 =Ch 1y

Si ademas de considerar las esferas muy alejadas, despreciamos el posible efecto del cable
conductor, podemos asumir que la carga eléctrica se distribuye homogéneamente en cada una
de las superficies, de manera que los valores C; y C, seran los correspondientes a las

capacidades eléctricas de superficies eléctricas de radios R; y R,. Recordemos cémo se

obtenian tales valores: las distribuciones uniformes de carga eléctrica en las superficies dr; y
01, crearan sendos campos potenciales electrostaticos en los entorno de cada esfera:

) =k —2 . W) =k

Ir —ry|’ |r — 1y

donde I'1 y T2 son los radiovectores que indican la posicién de los centros de las esferas, O; y Oy,

respecto del punto elegido como origen del sistema de referencia. Los puntos de las superficies
esféricas d, y 91, se hallan a distancias R; y R,, de sus respectivos centros; por tanto,

— 3
r Ql - fdcrl_'\ .
L (r)ijn = ks R_l = L'D — Ql = 4?T€.|}R1 1’0
) — Ql = QQ
V(r)]y, =k % =Vo — Qu=dmoRy Vi
="

= J



E,(r) €0 E( l‘)"
R, O
+ ¥l
VU_--_ I ’L{‘;
0

Y puesto que hemos asumido que las cargas se distribuyen uniformemente, las densidades
superficiales en cada una de las esferas conductoras seran,

_ G _ co Vo
7e(r) o, = W R

0, v = Ug(r)Jan < Ug{r)JaT?
JE(r)Ja"’? B Amw R2 TR,

Las cargas Q; y Q, crean sendos campo eléctricos,

Ei(r) = k. G4

r—rTr
|r

——I'1|3; Ez(r) =k, ()

r
T —rof?

en las proximidades de los conductores. La intensidad de estos campos en las superficies
conductoras son:

Ch Vo e(r) )
E r = = — =
| l(r)|a"'l 4W€0R% Rl o Lom
0 y - o = [Ei(r)[on < [Ea(r)|on
. ) . _'D _ T\ T
|E2(r)|d'r2 - 4?T€.DR% - R2 €o Lom
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1 Enunciado

Se tienen dos esferas conductoras separadas por una distancia mucho mayor que sus respectivos
radios, Ry 2R, de modo que no hay una influencia apreciable entre ellas.

1. Las esferas conductoras se conectan a sendos generadores que establecen valores fijos de
potencial, 2V, y V,, respectivamente. Una vez que se han cargado, se procede a su
desconexién. ;Qué cantidad de energia electrostatica se almacena en el sistema?

2. Estando en la situacioén final del apartado anterior, la esferas se conectan entre si mediante un
cable conductor muy largo y con resistencia eléctrica no nula. Determine la cantidad de carga
eléctrica y el valor del potencial en cada una de las esferas cuando el sistema recobra el
equilibrio. ;Qué cantidad de energia electrostatica se habra disipado en el cable por efecto
Joule al final del proceso?

2R
"
R
o | -

< | U {_. 0, xj]
2 Solucién _ _

3=

2.1 Energia, cargas y valores de potencial

En un sistema electrostatico donde la carga eléctrica se distribuye de forma continua en una
determinada regién de fuentes F, la energia electrostatica almacenada en el sistema responde a la

expresion,
1
U.,== | Vd
2 /f !

donde V(1) es el potencial electrostatico creado por la distribucién. Como se recordarg, esta energia
es el trabajo externo que ha sido necesario realizar para configurar dicha distribucién de carga
eléctrica estatica.

Obsérvese que la regién F no ha de ser necesariamente conexa; es decir, puede estar formada por
diferentes regiones, conectadas o no. Si las esferas conductoras del sistema analizado se cargan
con sendas cantidades Q; y Q, de carga eléctrica, por ejemplo conectandolas a generadores que
establezcan valores constantes del potencial en todos sus puntos, dichas cargas se distribuiran en
el equilibrio exclusivamente en sus superficies g y {7, segun determinadas densidades
superficiales, 0. | 5, ¥ 0] oy
N | B 1 B
U, == V(r)o.(r)dS + = V(r)o.(r)dS
2 Tl 2

ey

Por otra parte, cada una de las superficies conductoras es una superficie equipotencial en la que el
potencial electrostatico tiene idéntico valor en todos sus puntos. Por tanto, se tendra:

T,e"[:r)J iy =V _ 1 1
= U, = 5 (Vl/ o.(r)dS + Vg/ crg(r)dS) = §(Q1 1+Q:V3)
Vir)|, =V an m
ir2
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Por tanto, para calcular las cantidades de energia electrostatica requeridos en el ejercicio, basta
con determinar los valores de las cargas y los potenciales de las esferas conductoras en las dos
situaciones indicadas.

Las relaciones entre cantidades de carga eléctrica y valores de los potenciales en un sistema
formado por dos esferas conductoras, lo suficientemente alejadas para que su influencia mutua
sea despreciable, ya fueron analizadas en otro ejercicio de examen esta asignatura. En esta
configuracion, puede considerarse que las cargas se distribuyen uniformemente en cada una de
las superficies conductoras. Por tanto, el campo eléctrico creado por cada distribucién van a ser
radial respecto del centro de la esfera correspondiente y, en consecuencia, las equipotenciales en

el entorno de cada esfera seran (practicamente) superficies esféricas concéntricas con aquélla:

Vi(r) ~ k, &; Va(r) ~ k. @

|r —ry Ir — 1y

donde ri y r2 son los radiovectores que indican la posicién de los centros de las esferas, O; y Oy,
respecto del punto elegido como origen del sistema de referencia.

Vi(r)
&0

En el sistema bajo estudio, los puntos de las superficies esféricas dr; y d, se hallan a
distancias 2R y R, de sus respectivos centros; por tanto,

V), =k e =Vi — Qi =SneRYi = OV,

V(r)Jaﬂ:kﬁ %:.VE — sz‘iﬂfoR%:Cg%

donde C; y Cy son los parametros geométricos que determinan la relacién entre la carga

almacenada en cada conductor y el valor del potencial (medido respecto del infinito) al que se
encuentra su superficie. Obsérvese que, al estar muy alejadas y no existir influencia mutua, las
esferas no constituyen un condensador. En todo caso, podria considerarse que cada una por
separado lo formaria con el infinito; asi, los parametros C; y C, serian las capacidades eléctricas de

esos virtuales condensadores.

Por otra parte, aclararemos que, aunque en realidad podria llegar a almacenarse una cierta
cantidad de carga en el cable conductor utilizado para conectar las esferas, consideraremos que
ésta va a ser despreciable frente a la que va a haber en las esferas. Esta simplificacién no impide
obtener resultados razonablemente precisos, siempre que tamano de las esferas no sea
demeasiado pequenio en relacién con la longitud del hilo.

2.2 Cantidad de energia almacenada inicialmente

En la primera configuracién, con las esferas conductoras desconectadas entre si, se conectan a
sendos generadores que fijan en ellas valores de potencial distintos. Los cantidades de carga
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eléctrica que dichos generadores suministran a los conductores estan determinadas por los
correspondientes valores de capacidad eléctrica:

Vi=W — @1 =8mRV)
= (1 =0y =8mggRVy =0
Vo=21 — @y =81

V.(r)
Eo
0
r 2R O, [ -
Vo |

Cuando se desconectan los generadores, las cargas permanecen en los conductores y, en
consecuencia, los valores del potencial en las esferas seguiran siendo V; y 2V,. En consecuencia, la

energia electrostatica almacenada en el sistema sera:
rini _ 1 3 2
U =5 (QuVo +2QoV0) = 5 QoVo = 12750 RV

2.3 Energia en el sistema tras la conexion de las esferas

Cuando, tras conectar las dos esferas mediante un cable largo, el sistema recupera el equilibrio, los
valores de carga y potencial habran cambiado. Como el cable es conductor, las superficies de las
dos esferas son parte de la misma equipotencial, a la cual correspondera un valor V (ain no
determinado) de potencial electrostatico. Silas esferas se mantienen suficientemente alejadas y el
efecto del cable se considera despreciable, la relacién entre los valores de carga y potencial en
cada una de ellas sigue estando determinada por la capacidades eléctricas C; y C, obtenidas en

el apartado 2.1. Por tanto, los valores de cargas y potenciales en las superficies dr; y 07, seran:

Vi=V — @ =0CV=8mRV 0, Q,

Bmeg R - dmeg R

:}V:

= Q=20
Vi=V — Q4=CV;=4rRV
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V\(r)

Obsérvese que la variacién de carga eléctrica en las superficies esféricas sera exclusivamente
debida al intercambio de carga que se haya producido a gtravés del cable que las conecta pues,
como se recordard, previamente se habian desconectados de los generadores. Es decir, tras dicha
desconexion, el sistema formado por las dos esferas (mas el cable) constituyen un sistema
eléctricamente aislado en el que la carga total debe ser constante. Si, tal como dijimos, se
desprecia la cantidad de carga almacenada en el cable, se tendra:

QL+ Q= Q1+ Q2 = 2Q

Y aplicando la relacién obtenida anteriormente para las cantidades de carga en las superficies
esféricas...

4 32
QEZEQOZFTTEDR% A
Q{QZEQO:??TEDRWJ

Por tanto, la energia electrostatica almacenada en esta configuracion es:

n 1 , N 4 32
Ug" = 3 (QAV] + QaV3) = 3 QoVo = Bl meR VY

Obsérvese que los valores de energia electrostatica en el sistema, antes y después de la conexion
de la esferas, son distintos. Si calculamos el incremento sufrido por esta magnitud,

AU, = Ufin — yini = (% - g) Qoo = —% meoRVZ <0

obtenemos que el proceso de conexién de las esferas ha supuesto una disminucioén de la energia
electrostatica del sistema. Este fendmeno tiene una sencilla explicacién: el proceso de
intercambio de carga eléctrica entre las esferas se realiza a través del cable conductor, dando lugar
a la aparicién de una corriente eléctrica transitoria que, por efecto Joule, disipara energia en forma
de calor en una cantidad igual a la disminucién de energia almacenda en el sistema.

De hecho, si se realiza el analisis de dicha corriente transitoria, utilizando el principio general de
conservacion de la carga, se obtiene que la cantidad de energia disipada por efecto Joule durante
el proceso de recombinacion de las cargas, coincide exactamente con el valor absoluto del
incremento de energia electrostatica que acabamos de obtener.
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1 Enunciado

Se tienen dos condensadores idénticos, cada uno de ellos formado por dos discos conductores paralelos
de seccion S, separados por un medio dieléctrico de espesor d, constante dieléctrica k y cuya ruptura
dieléctrica se produce para un campo eléctrico de intensidad mayor o igual que un valor E, conocido.

¢Cémo deben asociarse para poder almacenar el maximo de energia eléctrica en el sistema resultante
de la asociacién?

2 Solucién

Un condensador plano de seccién S, y relleno de un dieléctrico de constante k y espesor d, tiene una
capacidad eléctrica

) E.[}S

C = = k()
; A d Ly

La energia electrostatica de una asociacion de condensadores rellenos de materiales dieléctricos,
responde a la expresién general de esta magnitud para sistemas donde la carga eléctrica se halla
distribuida en conductores en equilibrio:

T _1 5 _1 1
U, = 5./; dg = 52@&

donde Q, y V; son, respectivamente, la cantidad de carga libre y el potencial del conductor i-ésimo. E1

valor maximo de energia electrostatica que puede almacenar el sistema estara determinado por las
diferencias de potencial maximas a que pueden ser sometidos los condensadores sin que el campo
eléctrico en los dieléctricos llegue a superar el valor de ruptura E,,. Comprobemos cual es este valor

maximo para el caso de las asociones en paralelo y en serie de los dos condesadores plano idénticos
gue se consideran en este ejercicio.

2.1 Asociacion en paralelo

En este caso, ambos condensadores estaran sometidos a idéntica diferencia de potencial AV=V, - Vpy,

al ser igual capacidad eléctrica, almacenaran la misma cantidad de carga en los conductores
equipotenciales de uno y otro condensador. Este resultado permite determinar la relacién entre la
energia electrostatica almacenada en la asociacién en paralelo, I/, y la diferencia de potencial entre
los conductores equipotenciales:

Qi =C(Va-Ve)= Qs — UP==(@Qi+Q)(Va—Ve) = C(Va— Vi)

Tenemos ahora en cuenta que la diferencia de potencial aplicable entre los conductores
equipotenciales no puede ser cualquiera, pues estara limitada por el valor V' que produciria la
ruptura dieléctrica. Obsérvese que, al ser los condesandores idénticos y estar conectados en paralelo,
dicha ruptura se produciria simultaneamente (al menos en teoria). Teniendo en cuenta que el campo
eléctrico en el interior de un condensandor plano paralelo es uniforme y perpendicular a las superficies

conductoras, se tendra:

B
/a— Vg = [ E-dr= |E|d < E,,d =V} = UP < C(VR )V =Cd*E?, = UP|uax

" max max ‘rup .
A(diel)




Al -

max

2.2 Asociacion en serie

En este tipos de asociacidn, el conductor equipotencial que se forma al conectar los dos condensadores
ha de estar aislado y descargado, de manera que las cargas en los conductores que se encuentran a
distinto potencial, han de tener valores opuestos, + Q y — Q. Y como los dos condensadores son

idénticos, las diferencias de potencial en los condensadores también sera la misma; en consecuencia,
estas diferencias de potencial seran igual a la mitad de diferencial de potencial total en la asociacioén.
Se tendr3, por tanto:

Q T4 — Vg ) 1
ol Va=Ve = V-V = —5 — E= 3 [Q (Va—Vr)+Q(Ve—V; }] —Vg)?
donde U} es la energia electrostatica almacenada en la asociacién en serie, en términos de la
capacidad C de cada uno de los condensadores idénticos, y de la diferencial de potencial a la que se
halla sometida la asociacién. Como puede comprobarse, para la misma diferencia de

potencial AV =V, - Vg, esta asociacion almacenaria la cuarta parte de la asociacién en parelelo. Sin
embargo, el valor maximo de energia almacenable esta determinado por el de la maxima diferencial de
potencial aplicable al sistema V) __ sin que se llegue a la ruptura dieléctrica en los condensadores; es
decir, en nuestro caso de condensadores idénticos conectados en serie:

F B
14:; — I% = [ E- -dr+ / E.dr=2 |E| fd < l:'--Crnp d= Irnm:»g =
J Al diel J Fdiel
I < C Ii:m\} = g 2d E.-..p) - E: mAax

d d H— H—
AR— A— kC, xC,

A B

+ —; B F fe

V, Vi

= = + s -

En resumen, la energia electrostatica maxima que se puede almacenar en una asociacién de dos
condensadores planos paralelos idénticos de seccién S, rellenos de un dieléctrico de constante
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dieléctrica k, espesor d, y con un valor de campo de ruptura E,, es independiente del tipo de asociacion
y vale:

max — C d.lg Eg = K&g 5 ijE

,["."Pl =1 k !
T fmax e rup rup

E




1 Enunciado

El sistema de la figura esta formado por una esfera conductora “C1” cuya capacidad
eléctrica en el vacio es (. = 10 pF, y por dos discos conductores idénticos, “C2" y “C3”,
ambos de radio 4 — 36 mm, separados por una lamina de papel parafinado cuyos
respectivos valores de constante dieléctrica y campo de rupturasonk=2.0y

E:.",p = 30kV/mm. Los discos y el papel forman un condensador plano paralelo relleno

de dieléctrico, de capacidad €}, = 360 pF. El disco conductor “C3" permanece en todo

momento conectado a tierra, por lo que el valor del potencial en todos los puntos de
dicho disco es siempre V; = 0V. El disco “C2” esta conectado mediante un cable ala
esfera “C1”, de manera que ambos conductores son siempre equipotenciales. Ademas, el
cable es lo suficientemente largo y delgado como para que las distribuciones de carga
en la esfera y el condensador no se vean mutuamente afectadas.

— R —

& (- ‘ I R E !
< | ':
VAL )
— B p v
V=300 vV
+
[ ]

1. La esfera “C1” se conecta al electrodo negativo de un generador ideal de fuerza
electromotriz 1V}, = 300V, cuyo electrodo positivo esta conectado a tierra. ;Qué
cantidad de carga @Q; = @/, se distribuye en cada uno de los conductores?

2. En un determinado instante se desconecta la esfera “C1” del generador, pero
manteniendo la conexién a tierra del disco “C3". ;Qué cantidad de energia
eléctrica U, se almacena en el sistema tras la desconexién?

3. Tras desconectar la esfera del generador, se quiere retirar la lamina de papel
parafinado del condensador, quedando éste relleno de aire. ;Cémo cambian los
valores de las magnitudes eléctricas en el sistema tras retirar la lamina de
dieléctrico?

4. ;Qué condicion debe verificar la fuerza electromotriz del generador, V|, para que
pueda retirarse la lamina dieléctrica sin que se produzca ruptura dieléctrica?
(Campo de ruptura del aire: £ = 3kV/mm).

Tup

2 Solucion
2.1 Carga eléctrica en los conductores

Las cantidades de carga eléctrica en los diferentes conductores del sistema estaran
determinadas por las capacidades eléctricas de la esfera y del condensador plano
paralelo que forman los dos discos, y por el valor del potencial eléctrostatico, V; = VJ

en cada uno de ellos. El disco “C3” se encuentra a potencial nulo en todo momento,

i
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mientras que el valor del potencial de la esfera “C1" y el disco “C2” estara fijado por
estar conectados al electrodo negativo del generador:

Vi=Vo=—Vy=-300V; V3=0V

Como el cable que une los conductores “C1” y “C2” es lo suficientemente largo como
para que las cargas eléctricas en estos conductores no se afecten mutuamente,
podemos considerar que la carga en el conductor esférico se distribuye uniformemente
en su superficie, de manera que:

Ce = 10pk = QJ
act

Ik

= % Q= —-C.Vy =—-3nC
En el enunciado se indica que los discos “C2" y “C3” forman un condensador; por tanto,
cuando se encuentran a distinto potencial --como es el caso--, las respectivas
superficies enfrentadas de los conductores estan en influencia total, almacenano
cantidades opuestas de carga. Ademas, si se trata de un condensador plano paralelo,
estas cargas se distribuyen de manera practicamente uniforme en dichas superficies, y
en el dieléctrico que las separa se localiza un campo eléctrico uniforme (igual médulo,
direccién y sentido en todos los puntos), que es perpendicular a ambas superficies
cargadas.

La relacién entre la carga eléctrica en una de las superficies y su diferencia de
potencial con la otra esta determinada por la capacidad eléctrica del condensador, de
manera que:

. Qo Q .
Cp = 360pF = _°E -7 _*Vq = | @ =-C,V = —108nC;

Qs = C, Vy = 108 nC

E (r) 0
< .
C1 £, Q .l =3 T
- -+ 7,
E. = d
N —— G
Y AL + =
Vr_r_"_ Vl !
+
[ p—

2.2 Energia del sistema tras la desconexién

La energia electrostatica de un sistema de conductores es igual a la mitad del producto
de las cargas distribuidas en las superficies de los conductores multiplicadas por el
potencial al que se encuentran éstos.

En este caso se indica que, tras cargar el sistema de conductores conectando el “C1” al
generador, se procede a desconectarlo. Obsérvese que el conductor formado por la
conexion de “Cl" y “C2" queda aislado y, por tanto, con las mismas cargas Q; y Q, que

adquirio con la conexién. El conductor “C3” permanece conectado a tierray, en
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consecuencia, a potencial nulo. Pero como su cara interna se encuentra en influencia
total con la del disco “C2", debe mantener la cantidad de carga Qs, opuesta a Q».

Asimismo, como las capacidades eléctricas de conductor esférico y condensador plano
no han cambiado (pues la geometria no se ha modificado), los valores de los
potenciales V; y V, seguiran siendo iguales a - V;,. Por tanto, tras la desconexién se

tendra:

((1_. + C!;) (Vo)? =~ 16.7 juJ

| =

1 r
Ue =5 {Q1V1+ Q22+ Q5Va} = Ue =

2.3 Consecuencias de la retirada del dieléctrico

Tras cargar eléctricamente el sistema, se proceder a retirar la lamina de dieléctrico del
condensador. Esto producira un cambio en la capacidad eléctrica del condensador
plano paralelo y, en consecuencia, una nueva relaciéon entre los valores de la carga
eléctrica en los conductores “C2" y “C3" y el valor del potencial en “C2" (nétese que el
disco “C3” se mantiene conectado a tierra y, por tanto, a potencial nulo:

C, = 360 pF — v = ﬂ = 180 pF; Cﬂ _ Q5 _ Q)
[

r Vi-Vs V-V

La capacidad electrica de la esfera conductora “C1”" no cambia, pero como permanece
conectada al disco “C2" el potencial de aquélla cambiara si lo hace el de éste y, en
consecuencia también se modificara la cantidad de carga distribuida en la superficie
esférica:

Q,=C.V
ViaW =V =—

Q= PV = ~Qy

=

b

A 4 4
IQ
j— 3 —m

4 4004

El valor |/' se determina con la condicién de que, una vez desconectados del
generador, lo conductores “C1” y “C2” constituyen un unico conductor aislado, donde se
mantiene la cargade —111nC:
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Es decir, el potencial electrostatico en los conductores “C1" y “C2" se hace mas negativo.
Esto tiene como consecuencia la variacion de las cantidades de carga distribuidas en
los conductores:

Q| = —6nC < Qy; @ = —105nC > Q,; Q= 105nC < @y

Disminuye la cantidad de carga en los conductores “C3”" y “C1” (en éste se hace mas
negativa), y aumenta la carga en “C2" (se hace menos negativa).

2.4 Ruptura dieléctrica en el sistema

Acabamos de obtener en el apartado anterior que el potencial en los conductores “Cl" y
“C2” casi duplica su valor (en términos absolutos), por lo que resulta de interés analizar
la posibilidad de la ruptura en alguno de los medios dieléctricos del sistema.
Analicemos dicha posibilidad tanto antes como después de retirar la lamina del
condensandor.

2.4.1 Antes de retirar el dieléctrico

En el entorno del conductor esférico “C1”, el médulo del campo eléctrico alcanza su
valor maximo en los puntos de la superficie conductora “H('1":

@l __les

[tz = dmeoR2

¥ P eR®, |EyP)| =k

Tenlendo en cuenta como es la capacidad eléctrica de este conductor y como ésta
determinar la relacién entre la carga que almacena en su superficie y la diferencia de
potencial a que se encuentra, podemos determinar el valor maximo del campo eléctrico
en torno a la esfera “Cl1":

i Vi
C.=dmegR=Q1/Vi == |E¢(P)| < -1:'!2}L‘R9 s ;:F ~ 3.3V/mm < Eﬂ,p = 3kV/mm

Como puede comprobarse, cuando la esfera se conecta a la fuente de 3()) v dicho valor
maximo es considerablemete inferior al campo de ruptura del aire, por lo que en esta
region no se verifica ruptura dieléctrica.

En el interior del dieléctrico que rellena el condensador plano paralelo se localiza un
campo eléctrico uniforme cuyo moédulo es igual a la diferencia de potencial entre los
conductores, dividido por la distancia d que los separa. Y aunque el valor de este
parametro geométrico no se indica en el enunciado, puede determinarse a partir de la
capacidad eléctrica del condensador. Como las superficies conductoras en influencia
total son discos de radio ¢ = 36 mm Y el papel parafinado tiene una constante
dieléctrica k = 2, se tendra que:



2
EgTa
Cp =k % =360pF == d=02mm
d

Por tanto, al conectar el sistema al generador y antes de retirar la lamina de papel
parafinado, la intensidad del campo eléctrico entre las placas del condensador es...

Va—=Vo 1 .
' - = — = L5kV/mm < £} = 30kV/mm

E,|= |
| : | d d Tup

... mucho menor que el campo de ruptura de dicho dieléctrico. Puede comprobarse que,
para que se produjese tal ruptura, seria necesario que el valor V, del generador

superase los 6 kV.

2.4.2 Tras retirar el dieléctrico

El mo6dulo del campo eléctrico entre los discos conductores al retirar el dieléctrico es:

=Vl _ WV

[E] d d

En consecuencia, la condicién para que no se produzca la ruptura dieléctrica entre
dichos conductores es que el la intensidad de este campo uniforme no supere el valor
de ruptura para el aire. Por tanto,

' :i?{] ) r 1 !:‘:' 7 r max
V| = To5 Yo S Enpd =600V = | Vo< oz B, d =308V =V

Obsérvese que para este valor de fuerza electromotriz del generador, el potencial de los
conductores “Cl" y “C2" seria V=~ —600V. Asi, la intensidad del campo eléctrico en

Iax

el entorno de la esfera conductora “C1” se mantendria muy por debajo del valor de
ruptura dieléctrica del aire:

I

|E(P)] < I"i ~6.7V/mm < E"

k. C rap 3 k‘\r"r!"lllllll



1 Enunciado

Un solenoide constituido por N espiras
compactas paralelas, con forma de cilindro K=Lcos et
recto de longitud h mucho mayor que su ——
radio b, es recorrido por una corriente eléctrica
de intensidad variable en el tiempo segun la

ley I(t) = Iycos(wt), siendo I y o constantes @

conocidas. En el interior del solenoide hay una
pequena espira cuadrada de resistencia Jr=
eléctrica R, autoinduccion despreciable y
lado g, menor que el radio b. Esta espira esta
contenida en un plano perpendicular a las espiras del solenoide. ;Cual es el
valor de la intensidad de corriente Ie que recorre la espira cuadrada?

2 Solucion

Comenzamos adoptando un sistema de referencia adecuado para proceder a la
descripcién analitica de las magnitudes vectoriales. Tomando el eje de la
bobina cilindrica como eje OZ de dicho sistema, se tendra que el campo
magnético producido por la intensidad I(t) que recorre el solenoide en sentido
antihorario, es:

(1=l cosmt

[*}
-

Ho N
h

I(t)k = By(t); en el interior de la bobina
B(r;t) ~

0; en el exterior de la bobina
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donde se ha aplicando la aproximacion de bobina larga. Realmente, esta
aproximacion no va a suponer una pérdida de generalidad en los resultados
que se obtengan para la fuerza electromotriz inducida en la espira, pues
asumiremos que ésta se encuentra en el interior de la bobina, lejos de sus
extremos.

En la espira cuadrada no hay conectado ningun generador, por tanto, la fuerza
electromotriz responsable de que exista una corriente eléctrica en la espira 93y
es la inducida por la variacién del flujo magnético a través de ella. Si la espira
tiene una resistencia eléctrica R y autoinduccion despreciable, la intensidad de
la corriente inducida es:

‘f’.in(l 1 d(I)m

I(t) = B -"R & JE_: con @] = /TB{}[E)-(IS

La superficie de integracion X es cualquiera delimitada por la espira cuadrada
o%; por ejemplo, el cuadrado de lado a contenido en el plano de la espira.

Segun se indica en el enunciado, dicho plano es perpendicular a los de
las N espiras que constituyen la bobina o solenoide. En consecuencia, se tendra
que,

dS|y L k, By(t) = @&,|x=0 = IL(t)=0, Vi
3 Anexo

Aunque no es lo que se pide en el
enunciado, calculemos el valor de la
intensidad de la corriente inducida en
la espira gy, sise coloca contenida en
un plano paralelo a los de sus espiras.
En esta situaciodn, se tendria que

dS = dS k; ademas, si la espira esta en
el interior de la bobina, lejos de los
extremos, en todos los puntos de la
superficie X habria el mismo campo
magnético Bﬂ(t); entonces...

@

_ Mo N

1

N 2
.. (1) |x = [B{}{f} - dS I(t) [EIS _ Ko ; ¢ 1y cos wt

Aplicando la ley de induccidn electromagnética, se obtiene que la intensidad
de la corriente inducida en la espira seria:
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1 Enunciado

Dos cargas puntuales iguales g; ¥ g» se mueven con la misma celeridad v de

forma que en un instante se encuentran situadas enr; = 0y I'; = aug,
respectivamente.

Silas dos cargas se mueven con velocidades pequenas v = vu., calcule el valor
aproximado de la fuerza eléctrica y de la fuerza magnética que ejerce cada
carga sobre la otra. ;Cual es la proporcién entre estas dos fuerzas?

¢Como cambian estas fuerzas si se cambia el signo de una de las cargas, el
sentido de una de las velocidades, o ambas cosas a la vez?

Calcule el valor de estas fuerzas si vi = vu., v = vu,. ;Se verifica la tercera ley
de Newton?

2 Fuerza magnética
2.1 Directamente

Podemos hallar la fuerza magnética
entre las dos cargas empleando la Ley de
Biot y Savart para cargas puntuales. La
fuerza que la carga 1 produce sobre la 2
es

F. . = Ko q1G2va X (Vi X (rp —ry))
m2l — 3
4 [Ty — 1y

donde en nuestro caso tenemos,
tomando como Z el que pasa por la carga
1y paralelo a su velocidad, y como eje X

el que vadelacargalala?2,

o —I'y = il |r2_r1|:g_ Vi = Vo = tu

Sustituyendo nos queda

2 2
Hod14av Hoq1gav
Pzt = =g e X (W X W) = = ot

donde hemos usado los productos entre los vectores de la base. Esta fuerza
sobre la carga 2 va en la direcciéon de la 1, es decir, es atractiva.

Para hallar la fuerza que la carga 2 produce sobre la 1, lo ilnico que cambia es
que el vector de posicién relativo es ahora —au,, por lo que resulta una fuerza
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_ Hof192 v’

Friz = Ama? u, = —Fyoy

Esta fuerza es también atractiva, cumplie ndose ademas la tercera ley de
Newton.

Generalizando este resultado tenemos que las fuerzas entre corrientes
paralelas y en el mismo sentido, son atractivas.

2.2 Empleando el campo magnético

Podemos escribir el resultado de una forma mas clara, desglosando el calculo
con ayuda del campo magnético como intermediario. Consideramos que la
carga 1 produce un campo magnético, que es percibido por la carga 2.

El campo magnético de la carga 1 en todo el espacio es

_ Ho q1V1 X (r—r)

B —
1(r) A |r—ry|?
y en la posicién de la 22 es
Hofd1l
B —
1 (r2) dma?

La fuerza magnética sobre la carga 2, de acuerdo con la ley de Lorentz

Fro = ¢avo x B(r)
que, sustituyendo el campo anterior nos da lo que ya conocemos

Hﬂ@’l@’ﬁ’t-‘z

I
Ama?

Fruo1t = q2va x By (I‘z) = -

3 Comparacion con la fuerza eléctrica

Podemos comparar la magnitud de esta fuerza con la fuerza eléctrica entre
ambas cargas. Sila velocidad de las cargas es pequena, podemos aproximar la
fuerza mediante la ley de Coulomb:

142
FCEI — I
4:?1':;1}[1-
La proporcién entre ambas fuerzas es
Fm LoZ ot 2 ?'2
= Hpsol = —5
F, c

donde ¢ =3 % 103111/5 es la velocidad de la luz. Por ello, normalmente
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F, < F,

Las fuerzas magnéticas sélo son apreciables porque la materia es neutra. En la
interaccion entre dos hilos conductores de corriente, las fuerzas eléctricas
entre iones y electrones se cancelan (y F. ~ 0). Para la fuerza magnética sélo
cuentan los electrones moviles, y F,,, # 0.

4 Cambio de signho

Si cambiamos el signo a una de las cargas la fuerza magnética cambia de
signo, pasando a ser repulsiva. Lo mismo ocurre si cambiamos el sentido a una
de las velocidades. Si cambiamos el signo de una carga y de una velocidad, la
fuerza vuelve a ser atractiva.

Teniendo en cuenta que la densidad de corriente va como el producto de la
carga por la velocidad, este resultado predice que corrientes paralelas (11) se
atraen, mientras que las antiparalelas (11) se repelen.

5 Velocidades perpendiculares
5.1 Directamente
Aplicando de nuevo la expresién de la fuerza entre dos cargas en movimiento

F .. — Ho G1G2va X (vi X (rg —11))
™ A Iry — 1y |2

donde tenemos ahora, al igual que antes
rp — Iy = al, Ity —1T|=a Vvi=rvu,
siendo el unico cambio
Vo = Ul
que al sustituir nos da

_ Hoth g0’

y
Hogi1g2v

— I x ] X €I -

u (1 x u;) dma?

Fimar = dma?
Si hallamos ahora la fuerza que la 2 produce sobre la 1

_ Hof1 g0

F.»= gy U X (uy X (—u,))=0

Obtenemos que la fuerza que la 1 produce sobre la 2 es no nula, pero la que la 2
produce sobre la 1 si lo es, es decir, que no se cumple la 32 ley de Newton.

Fm?l ?é leE



5.2 Empleando el campo magnético

- Logicamente, obtenemos el mismo resultado
empleando el campo magnético como
intermediario, pero con una interpretacion
diferente.

Para la fuerza que la 1 produce sobre la 2,

Frno1t = gava X Bl(l'z)

el campo magnético de la 1 en la posicién de la 2

es el mismo que en el caso de las velocidades
paralelas. Simplemente cambiamos vz por una perpendicular, resultando una
fuerza perpendicular a la que obtuvimos en el primer apartado.

Hod1v ) _ Hog1g2v° U,

F 71 = a1l X(
o T2V 4ra? 4mra?

Para la fuerza que la 2 produce sobre la 1, consideramos el campo producido en
todo el espacio por una carga en movimiento

_ _ Hogupu,
A (p? + 22)3/2

que nos dice que el campo magnético de una carga es nulo en todos los puntos
del eje del movimiento (salvo en la propia carga). Pero la carga g; se encuentra

situada justamente sobre este eje, por lo que
Frio = q1vy X Bo(ry) = q1vy x0=0

En esta descripcién de la interaccion, la anulaciéon de la fuerza no se debe a que
las velocidades sean paralelas o perpendiculares, sino a que el campo de una
de las cargas se anula en la posicién de la otra, no ocurriendo lo reciproco.
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Fuerza entre un hilo y una espira

De Laplace

1 Enunciado

Una espira rectangular de lados a y b, recorrida por una corriente I, es
coplanaria con un conductor rectilineo, por el que circula una corriente I,. La

distancia del centro de la espira al hilo es d. Halle la fuerza que aparece entre el
hilo y la espira.

2 Solucion

Aunque la expresién para la fuerza entre elementos de corriente no es
simétrica en la forma en la que aparecen los dos elementos, silo es la
expresion final para fuerzas entre corrientes cerradas o que se vayan al infinito.
Por ello nos basta con hallar la fuerza que el hilo produce sobre la espira. La
que la espira produce sobre el hilo sera igual y de sentido contrario.

Se cumple igualmente que la fuerza neta que una espira produce sobre si
misma es nula.

La fuerza producida sobre una corriente por un campo magnético viene dada
por la expresién

szljgdpr

En este caso dr es el correspondiente a un elemento de espira. B es el
producido por el hilo.

A la hora de hallar la fuerza tenemos que suponer que d > (a/ 2), con lo que toda

la espira queda al mismo lado del hilo. En caso contrario tendriamos que la
fuerza se hace infinita, ya que habria puntos de la espira que percibirian un
campo infinito. Esto conduciria a una integral impropia divergente.

Situaremos la espira en un plano XZ, estando el hilo situado sobre €l eje z. El
campo magnético creado por el hilo, en este plano, vale

ol I ol

B="—"—"—u,=
2mp 2nx

-

Podemos hallar la fuerza sumando la fuerza sobre cada una de las varillas.

Para la mas cercana tenemos



b
pols poliIob
F, = Iidzu. — .
1 fﬂ 1@t X (Q:T(d— a./z)“y) or(d—aj2)"
Analogamente, para la mas alejada resulta

. rU..DIlIgb
T 2(d+a/2)' "

Fs

Por otro lado, las fuerzas sobre las varillas horizontales son iguales y de
sentidos opuestos

Fg — —F_-1

Estas fuerzas contribuirian si desearamos calcular la tensién a que esta
sometida cada varilla, pero admitimos que ésta se ve compensada por la
rigidez del material

Todo esto da una fuerza total

,U..DII Igﬂ-b
(@ — a2 f4)

F:F1+F2+F3+F4:—2

Obsérvese que esta fuerza no es debida tanto a la presencia del campo
magnético como al hecho de que este no es uniforme. Si B hubiera tenido un
valor uniforme, entonces

F:ngdpr:Il (jgdr)xB:U

Como caso particular podemos ver que ocurre en el limite [, — o, a, b — 0 con
I,ab — m =cte, en el cual la espira se reduce a un dipolo magnético de
momento dipolar m. El valor de la fuerza queda como

pomm

F— 2 1,

Este valor coincide con el que obtiene a partir de la expresion



1 Enunciado

Dos conductores rectilineos filiformes de
resistencia despreciable, estan contenidos en el
plano OXY, conectados en angulo recto en el
punto O, y de manera que el eje OX coincide con
la bisectriz del angulo recto que forman los hilos
conductores. Un barra de aluminio, de seccion Sy
longitud g, se mueve manteniéndose siempre
perpendicular al eje OX, y en contacto con los
conductores filiformes. El movimiento de la barra
es tal que partiendo del punto O, su centro C se
desplaza con velocidad constante v, en el sentido

positivo del eje. Todo el sistema esta sometido a
un campo magnético uniforme y constante,

By = By k.

1. Obtenga la expresion que describe cémo varia en el tiempo el flujo
magnético a través de la espira % formada por los conductores filiformes
y la barra (considérese despreciable la autoinduccién de la espira).
Obtenga también la fuerza electromotriz inducida en dicho circuito.

2. Determine la expresion de la intensidad de corriente eléctrica inducida,
indicando el sentido en que recorre la espira. Asimismo, obtenga las
expresiones de la potencia disipada por efecto Joule en la barra, y del calor
total generado desde que ésta empieza a moverse hasta que pierde el
contacto con los conductores filiformes.

3. Obtenga la fuerza magnética (magnitud vectorial) que actiia sobre la
corriente en la barra mévil, en funcién de su posicién.

4. Sabiendo que la conductividad del aluminio es ¢, = 37.7 x 10°S/m,
calcule el valor de la intensidad de corriente, el calor generado por efecto
Joule en la barra y el valor maximo de la fuerza magnética que actuia sobre
ella, paraelcaso: B, = 0.1 T; vy = lem/s; § — 79 6 mm> a = 1 m.

2 Solucién

2.1 Flujo magnético y fuerza electromotriz inducida

2.1.1 Flujo magnético a través de la espira

La barra de aluminio y la escuadra de conductores filiformes forman una espira

triangular 7%, contenida en todo instante en el plano OXY, y cuyos vértices son
el vértice O de la escuadra y los puntos A y B donde se verifica el contacto de
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ésta con la barra moévil. Puesto que la barra se desplaza con velocidad
constante respecto de la escuadra, la superficie delimitada por la espira varia
en el tiempo, Z(t). Consideremos un instante arbitrario, t, en el cual la barra se
encuentra a una distancia x(t) del vértice O, y calculemos el flujo del campo
magnético uniforme Bj a través de la superficie Z(t), en el sentido positivo del
eje OZ. Aunque el campo es uniforme y, por tanto, de moédulo constante, este
flujo magnético es variable en el tiempo al serlo la area S_ (7) de la superficie

delimitada por la espira:

dS = dS k
— (I){r];aJ T(t) = [ B{} - dS = _B(]. [ Ii'l,SlT = B{]. szlff')
B X (3 :

=(t)

By = Byk
El valor de dicho area depende de la distancia x(t) de la barra al punto O: en todo
instante, la espira 9y tiene la forma de un tridangulo isésceles, cuyas altura y
base miden x(t) y 2x(t), respectivamente, ya que el angulo en el vértice O es n/ 4.

Por tanto, el flujo magnético instantaneo del campo B, a través de la espira o3
(medido en el sentido positivo del eje 0Z), es:

1 )
sy = Bo 52 (1) [22(t)] = Boa®(t) = Po(t)

En virtud de la ley de Faraday, este flujo variable determinara la existencia de
una fuerza electromotriz inducida &;,; en la espira 73.. Como veremos con mas
detalle en el siguiente apartado, la espira constituye un circuito cerrado sin
generadores y con resistencia eléctrica I, por lo que se inducira una
corriente eléctrica de intensidad:

gin(l
R.‘}E

I(t) =
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La ley de Biot y Savart establece que dicha corriente producira un campo
magneético “inducido” By,,(r; ), que también contribuiria al flujo total de

campo magnético a través de la superficie ¥ delimitada por la espira:

(IJ'”;LJ E{i:l = / [B{} + Bill(l] . Ii'lS = (I){}llrf} + L{f} Il[f}
Y E(t)

En la anterior expresion, el término correspondiente al flujo de la componente
de campo inducido se ha expresado como el producto de la intensidad de
corriente en la espira por la autoinduccioén L(t) de la espira, que seria funcién
del tiempo al tener una geometria variable. De todas formas, en el enunciado se
indica explicitamente que la autoinduccion de la espira va a ser despreciable,
lo cual supone admitir de forma implicita que la intensidad del campo
magnético inducido tiene un valor poco significativo frente a la del campo
uniforme:

Llff) ~ 0, Vit |B',m[| < |B{].| — (I)mJE{i:I mz (I){}Iff) = By .Tglff)

Por otra parte, la barra realiza un movimiento rectilineo uniforme con celeridad
constante vj, y de manera que en el instante inicial (¢ = 0), el centro de la bara se

halla en el vértice O; por tanto, la expresion horaria para el flujo magnético a
través de la espira sera:

(it =0)=0

2,2
4o = z(t) =yt = b, | s ~ Bovgt

— = Uy, Cle.
dt '

2.1.2 F.e.m. inducida

En consecuencia, la fuerza electromotriz inducida en la espira g3 debido ala
variacion del flujo a través de la superficie variable delimitada por aquélla, 2(¢),
es:

2.2 Corriente inducida

2.2.1 Intensidad de la corriente inducida en la espira

La espira gy, constituye un circuito cerrado en el cual se verificara que la suma
de todas las fuerzas electromotrices es igual al producto de la intensidad de la
corriente por la resistencia eléctrica de la espira:



Fem. — Cpen ind = I a5
& e \%,.—-‘_‘_5 | Rr !(f)
=}
<

Recuérdese que al calcular

el flujo en sentido positivo del
eje OZ, la intensidad de R ~ R( f) aly
corriente en la espira se ha de oz -
medir considerando que

dicha corriente recorre la A N
espira en sentido antihorario,

visto desde el semiespacio
correspondiente a los valores positivos de z.

En la espira no hay generadores, por tanto la tinica fuente de fuerza
electromotriz es la inducida por el flujo magnético variable. En cuanto a la
resistencia eléctrica, en el enunciado se indica que los conductores filiformes
que forman la escuedra tienen resistencia eléctrica despreciable frente a la de
la barra movil de aluminio que cierra el circuito. Tampoco se hace mencion a la
resistencia de contacto entrela escuedra y dicha barra y, por lo que
consideraremos que la resistencia eléctrica de la espira se reduce ala de la
barra. No obstante, hay que tener cuidadado con esto pues, como se recordara,
el concepto se resistencia eléctrica de un medio 6hmico se define para el tubo
de corriente que se forma en dicho medio. En el caso que nos ocupa, dicho tubo
no se extiende a toda la barra, sino sé6lo al segmento de corriente comprendido
entre los puntos de contacto By A, y cuya longitud en un instante arbitrario es
[(t) = 2x(t). Si se tiene en cuenta que la barra es rectilinea, podemos aplicar la
expresion de la resistencia eléctrica de un conductor filiforme:

/g —Va (1)
Ry, ~R,, = I - g, S = f-'e:'}/‘ (w) (o)
Al ™
x(t) A4
2 it
R, =~ oS = R(t) ® .;'_;;;]U ®

donde S es la seccidn de la barra mévil.
Obsérvese que la resistencia eléctrica del
segmento de conductor 47 (y por tanto la del
circuito) varia con el tiempo cuando la barra
se mueve.

A partir de la ecuacién del circuito que inicia
este apartado, se obtiene la expresién para la
intensidad de la corriente inducida que
recorre la espira 9%.:
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I{f} = ~ - = I{f} s —_B{]. Uy T, S = —I{}

s decir, la corriente eléctrica inducida tiene intensidad constante de valor Ij. El
signo negativo indica que dicha corriente recorre la espira en sentido horario;
es decir, en sentido opuesto al propuesto. Obviamente, este es un resultado
coherente con la ley de Lenz: cuando la barra se desplaza en el sentido positivo
del eje OX aumenta el flujo magnético del campo B, (al medir aquél en el
sentido positivo del eje OZ); seguna dicha ley, la corriente inducida debe
recorrer la espira en sentido horario para producir asi un campo magnético
inducido que, dirigido en el sentido negativo del eje OZ, se oponga al aumento

del flujo magneético.

2.2.2 Potencia y energia disipada por efecto Joule

Segun la ley de Joule, la potencia disipada por efecto Joule en el segmento de
la barra recorrida por la corriente es...

dl I’f.lou
dt

Piow=I2(t) Ryy ~ ZR(t) = | Prou = ~2B2vio, St = Kot

Es decir, la potencia instantanea disipada en forma de calor es proporcional al

tiempo transcurrido desde que se incia el movimiento.

La energia disipada en el proceso completo es igual a la integral de la potencia
desde el instante inicial hasta el momento ¢, en que la barra mévil pierde

contacto con la escuadra conductora. Si la longitud de la barra tiene un valor q,
dicho instante final se produce cuando:

Em{fﬁ,,} = i =S lin = ——

Por tanto, la energia disipada en forma de calor, por efecto Joule, es:

Fin 1 1
Q.lou = P.]ouﬁ} df = ; I{{} fﬁn = Q.]OII = 1 B{E} tp aE & a S
JO =

2.3 Fuerza magnética sobre la barra

El campo magnético ejerce una fuerza sobre la corriente eléctrica que se
establece en la espira. En particular, la fuerza sobre la barra mévil (realmente
sobre el segmento de corriente que se establece entre los puntos B y A responde
a la expresion general:



(o)

A
F,. = /[ IdrxB
AB

JB

Notese que en esta expresion mantenemos
el sentido antohorario para el elemento de
corriente. Ademas, la fuerza es ejercida por
el campo magnético total resultante de la

superposicién del campo uniforme &)
aplicado B con el creado por la corriente )
inducida. Sin embargo, como vimos en

el primer apartado se puede considerar (o)

que el campo magnético inducido es
despreciable frente al campo aplicado
(autoinduccién despreciable). Y como se (®)
trata de un campo uniforme y la intesidad
de corriente es la misma en todos los
puntos de la espira, se obtiene: @

A
FmJ.—tg = fl:f} [ [ flf} # B{]. = —f{}ﬂ s B.[]. =
JEB

== FmJ = —I.[]. [2 Tll(f)j] pt (B.[]. k) = —Ej{} B.[]..Tff)i

AR

Es decir, la fuerza magnética que actua sobre la barra mévil como
consecuencia de la existencia de la corriente inducida, se opone al
desplazamiento de aquélla. Es decir, se trata de otro aspecto del fenémeno en
que se pone de manifiesto la ley de Lenz.
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1 Enunciado

Una espira rectangular ABCD esta formada por cuatro conductores filiformes de igual resistividad y seccién, y de
longitudes a y 2q, siendo R su resistencia eléctrica total. En el lado corto AB tiene incrustado un generador eléctrico ideal
con una f.e.m. constante &;, y con sus electrodos conectados de manera que, por si sola, generaria una corriente
eléctrica que recorreria la espira en sentido horario. Ademas, en los puntos medios de los lados largos, BCy DA, se
conectan sendos conductores filiformes rectilineos de resistencia nula, paralelos a los lados cortos y que terminan en
los extremos E y F, muy préximos pero con una pequeia separacién entre ellos, que hace que esta rama del circuito esté
abierta.

La espira se encuentra siempre contenida en el plano OXY, con sus lados cortos ABy CD paralelos al eje OY, y se
desplaza con velocidad constante o, = 1,7, con vy = a/ T. Inicialmente, la espira se encuentra en una regién donde no
existe campo magnético, pero a partir del instante que consideramos t = 0, la espira penetra por su lado corto CD en una
region donde existe un campo magnético uniforme g, — g, I , cuya intensidad se ajusta de manera que se cumpla
Byavy = &.

(a) Para los instantes anteriores a que la espira entre en la regiéon de campo magnético (¢ < 0), determine el valor de
la intensidad I (medida en sentido horario) de la corriente eléctrica que recorre la espira. Calcule también el valor
del voltaje V entre los extremos E y F.

(b) En los instantes de tiempo t > 0, cémo es la sefial de intensidad I(¢) de la corriente eléctrica que recorre la
espira? ;Y la sefial de voltaje V(¢) entre los extremos abiertos E y F?

(c) Si se repite el experimento pero conectando los extremos E y F mediante un amperimetro de resistencia nula,
¢como seria la sefial de intensidad de corriente i(t) que registraria dicho amperimetro en los intervalos de tiempo ¢ <

0yt>0?
Y ® ® M ® 9 ®
X X
B. Zf ® C® B _ » Zﬁ%a@—" ® C®
- * (1 et i » 4 a bid —d !
l ® Q| ® ® Qf®
+ @F 73 B
“ e  |® 20® | @, ® Bg &)
A I - -
R R ® (R X ®
L 4 . \ .
A do~w 2 A dO=w B
(a) y (b) (c)
2 Solucion

2.1 (a) Seiiales eléctricas en la espira antes de entrar en la region magnetizada

2.1.1 Intensidad de la corriente eléctrica en la espira

Como primer paso, modelaremos el circuito eléctrico
del sistema descrito para instantes de tiempo t < 0;
es decir, antes de que la espira mévil ABCD entre en
la regién uniformemente magnetizada, que se
corresponde con el semiespacio formado por los
puntos P(x,y,z) tales que x < 0. En dicha region, es
nulo el flujo magnético a través de cualquier
superficie T que tuviese como contorno a la espira
rectangular. Por tanto, la Unica fuerza electromotriz
existente enla espira ARC'p = g%, esla £, del
generador eléctrico ideal incrustado en el lado AB.

®
® @ ®
® ® @ & &

® ®

Por otra parte, la espira esta formada por cuatro barras rectilineas y filiformes del mismo material 6hmico (cuya
resistividad tendra un valor p,,), de idéntica seccion S y lados iguales dos a dos. Y teniendo en cuenta que los
conductores utilizados para medir el voltaje V(t) estan conectados a los respectivos centros i’ y [’ de los lados

largos BC y DA, podemos descomponer la espira completa en seis tramos idénticos, filiformes y rectilineos, también de
igual longitud a.

En consecuencia, el modelo eléctrico de la espira consistira en la f.e.m. del generador ideal, conectada a la asociacién
en serie de seis resistencias eléctricas idénticas R, = p,a/S,.Y silaresistencia total de la espira es el valor
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conocido R, se tendra...

&)
RE}E =ZR£ =6R;,=R = R, = Pq

i=1

o _ R

5= (),_._para;-.:l...._._b

De la aplicacién de la primera ley de Kirchoff en cada uno de los nodos
correspondientes a las conexiones en serie de estas resistencias se obtiene que
todas ellas son recorridas por la misma intensidad de corriente eléctrica, que sera
también la misma que recorre el generador, saliendo por el electrodo positivo de
éste y recorriendo el circuito--espira en sentido horario, para el cual asumiremos
que I(t) > 0. La aplicacién de la segunda ley de Kirchoff en la malla que se
corresponde con la espira permite establecer la ecuacion del circuito en g3;. Como
se trata de un circuito cerrado...

i=1 i=1

G G
[Z SJ} =Y LR — &=11)Y R=RI{t) = |It<0)= % =1,
i dE

2.1.2 Voltaje en la rama abierta del centro de la espira

Para determinar el voltaje entre los extremos abiertos (y proximos) E y F, hemos de aplicar la sequnda ley de Kirchoff en
alguna de las dos mallas que incluyen estos puntos; es decir, la 9%, = CDF'FEFE',obienla 9%, = ABE'EFF’, ambas
recorridas en el sentido de intensidad de corriente positiva en la espira conductora. Obsérvese que se trata de mallas
abiertas: al no existir conexion entre los extremos E y F, no puede haber corriente eléctrica en los cables p 'y FF’; sin
embargo, las mallas 9%, y 93, estan parcialmente recorridas por la corriente eléctrica de intensidad constante Iyen los

tramos correspondientes a la espira conductora.

Podemos comprobar que el resultado que se obtiene E'

para la sefial de voltaje V() = Vi — Vr es el mismo B I, R, [ I R, C
independientemente de la malla en que se aplique
la segunda ley de Kirchoff. Si optamos por la malla

JY.,, el modelo de circuito estara constituido por la Y © ds;, +

fuerza electromotriz del generador real (recuérdese R-_ 40 R,
que para ¢t < 0 no hay f.e.m. inducida en la espira) y 2 fa —1_)’
las resistencias Ry, Ry ¥ Rg, correspondientes a los 0
tramos de espira AB, BF’ V F’ A , respectivamente. ! - |

Por tanto, A 0%, R, F' R, ‘D

v 53

&
2

R
[Z gJ‘| =1y (RL + R, +Rr;> +Vg-Ve — &= :.')fog +V(t) = Vit<0)=& -1y
J

)]

Notese que en los cables fF’ v FF' no se produce ninguna caida de tension o voltaje, ya que por ellos no circula
corriente eléctrica al estar en abierto.

Si aplicamos la sequnda ley de Kirchoff en la malla E
abierta 9%, encontramos que aqui no habria f.e.m. '
de ningun tipo; sélo los cables g’y FF’,v las
resistencias R3, R4 ¥ R5 conectadas en serie, que se
corresponden con los tramos conductores, ¢
,CDy pF'.Planteando la ecuacién del circuito en
esta malla se obtiene...

[Z EJ‘| =1 (Rg + Ry + R',) +Vr=Vg — 0= :_’;f(].g V(i) = 1 Vit<0)=1, E = & i
. 1 D] 1
J 1 < 1

A
%1 bmme e e ———————————— a4

2.2 (b) Senales eléctricas en la espira tras entrar en la regién magnetizada

2.2.1 Flujo magnético a través de la espira y fuerza electromotriz inducida


http://laplace.us.es/wiki/index.php/Archivo:FII_gIA_1acon_18_19_pr_a2.png
http://laplace.us.es/wiki/index.php/Archivo:FII_gIA_1acon_18_19_pr_aS2.png
http://laplace.us.es/wiki/index.php/Archivo:FII_gIA_1acon_18_19_pr_aS1.png

Para instantes ¢ > 0 la espira se mueve dentro de la regién magnetizada, contenida en todo momento en un plano
perpendicular a la direccién del campo magnético existente, 3, — — B, I, con By > 0. Hay que tener en cuenta que la

espira se desplaza en la direccién de sus lados de longitud 2q, con celeridad constante de valor vy = a / T; por tanto, la

espira gy = AB(CD s6lo se encontrara parcialmente sometida al campo magnético en el intervalo de tiempo 0 < ¢ < 2T;
y para instantes t > 2T, toda la espira estara dentro de la regién de campo uniforme.

Para calcular el flujo magnético ®,, | _a través de la espira gy, se toma cualquier superficie abierta %, cuyo contorno

coindica con la espira; por ejemplo, el rectangulo delimitado por ésta en el plano que la contiene. Ademas, al hacer
corresponder el valor positivo de la intensidad de la corriente eléctrica con el sentido horario de ésta, se tendra que

d§J L= —dSk sera el vector elemento de superficie en la X a través de la cudl calcularemos el flujo magnético. Por
tanto,
(I),”JE = /JI_:); . (15_;: / )B{) ds = B{} S(f) Y ® ®
Jx Jsit
, , , , Ze X
donde S(t) es el area de la parte del rectangulo ¥ a través de la cual B )i E ® ®
fluye el campo magnético j, en el instante t. Por tanto, para p “\_
instantes t > 0, a través de la espira X se verifica un flujo magnético, en e S T L
general variable en el tiempo, segun la ley horaria j® » ® i®
, 1 ' ® d* 11
B()G.?'(}f=B(].a_;; si 0<t <2l l :® ® h
(I)E;(t = U) = By S“) = r _.0 .S(.f) %’
By Qagl._ cte.; si 2T <t ® R IR 0
|
Por tanto, en virtud de las leyes de Faraday y de Lenz, en la espira se a FT D
inducird una f.e.m. cuyo efecto tiende se oponerse a dicha variacién A L é(f )Z(®/ T )i.‘ ®
del flujo.
4 2a "
En consecuencia, al gfz ( 3‘)
realizar un modelo A ind
circuital de la r 2T

espira gy, = ABCD
una vez que ésta
entra en la regién
magnetizada, es
necesario
considerar que,
ademads del generador real incustrado en el lado AB, hay una fuerza electromotriz inducida cuyo valor, medido en el
mismo sentido que la de dicho generador, es...

fad
Con

—B(}a?'(}=—g{}_: si0<t<2T

::E(T >0)=—

dd,.(t) |
di -

0; si 27 <t

2.2.2 Intensidad de corriente eléctrica en la espira

Teniendo en cuenta de nuevo que los conductores que conforman la espira se modelan como seis resistencia eléctricas
iguales conectadas en serie (entre si y con las f.e.m. anteriormente descritas), aplicamos las leyes de Kirchoff de
manera analoga al apartado anterior para obtener la ecuacién del circuito (cerrado) que permite determinar la sefial de
intensidad de corriente eléctrica que recorre la espira gy para instantes de tiempo ¢ > 0:

6 G
[Z g,,-] =Y LR — &+EuM) =1(t)Y Ri=RI{t) =
i 5

an i=1 i=1

N 0; si 0<t<2T
(i) t
I(t>0)= —&’Jrg"d( ) _ N
— =1y si2T<t
R 0; Sl
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v

Es decir, mientras la espira se mueve parcialmente sometida al campo magnético de la region x > 0 (en el intervalo 0

<t < 2T), no hay corriente eléctrica en la espira; esto es consecuencia de que los valores de los parametros del sistema se
hayan ajustado para que se cumpla la relacién &£, = B, a 1,- Posteriormente, para instantes de tiempo ¢ > 2T en que toda
la espira esta dentro de aquella regién, vuelve a circular corriente eléctrica en el circuito, siendo su intensidad la misma
que para los instantes t > 0.

2.2.3 Voltaje en la rama abierta del centro de la espira

Aligual que en el apartado (a), la sefial de voltaje entre los extremos abiertos E y F, puede obtenerse de la aplicacion de
la segunda ley de Kirchoff en cualquiera de las dos mallas abiertas, 9%, = CDF'FEE’ 6 9%, = ABE'EFF’. Obsérvese
que, segun acabamos de determinar, en el intervalo de tiempo 0 < ¢t < 2T no circula corriente eléctrica por ninguna de las
dos mallas; y para instantes t > 2T vuelve a circular de nuevo por la espira (y, por tanto, por las correspondientes ramas
de 9%,y 9%,), una corriente eléctrica de intensidad I,.

Por otra parte, nétese que al aplicar la segunda ley de Kirchoff en una de las mallas, es necesario tener en cuenta
exclusivamente las fuerzas electromotrices (de generadores o inducidas) que existan en dicha malla. Por tanto, habra
de evaluarse cémo es la variacién de flujo magnético a través de las superficies ¥; y £, delimitadas por los contornos

0%,y 9%, respectivamente. En ambos casos, consideraremos que dichas supertficies son sendos cuadrados de
lado a contenidos en el plano OXY donde se la espira realiza el movimiento. En consecuencia, si mantenemos el criterio
de intensidad de corriente positiva en el sentido horario, en cada punto de I; y ,, el vector elemento de superficie sera

delaforma 45|y = —dSk,(parai=1.2).

Calculo en 9%,

Como la espira se mueve con velocidad constante de valor vy = a/ T, y comienza a entrar en la regién magnetizada en el

instante ¢ = 0, se comprueba facilmente que el flujo magnético a través de lamalla 9%, = CDF' FEFE' sera variable en el
tiempo durante el intervalo 0 <t < T, dando lugar a una f.e.m. inducida; por el contrario, para instantes posteriores a T, el
flujo magnético sera constante en el tiempo, y no habra f.e.m. inducida en 9%;:

Byauvyt; si 0<t=<T _
(I)E;I (T) = / B-dS = — gr’iflfr) _ _d(bm(t)

o ind dt
Bya®, cte.; si T <t ' 5 0; si T <t

J —B(} avy = _S(}_: si 0 <t < T

£

@ e
I(ty=(a/T )t

Calculemos ahora la sefial V(¢) = Vi — Vr aplicando la segunda ley de Kirchoff en la malla considerada, donde la inica
f.e.m. existente seria la inducida por la variacién del flujo magnético:
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[Zé‘j} :I(t)(R3+R4+R5>+VF—I@ — E{iﬁl(t):%f{t)—vu)

JE1

Teniendo en cuenta ahora el comportamiento particular de la intensidad de corriente en la espira (nula mientras se
encuentra parcialmente sometida al campo magnético y constante una vez que penetra completamente en la region

magnetizada), asi como el de la f.e.m. inducida en esta malla £7%* (1) que acabamos de obtener para instantes ¢ > 0, se
obtiene...
—(—g{)) = g{); si 0<t=<T V(f)
N
R AT : 31 ] ~
V(t) =5 10 - &t =3 Wbt l
I
_I{):&; si Qir(f — - - Ll ——
2 E /2 I I
=
I I
j : >
Calculo en JY; (alternativo) 0 r 2T '

Observése que lamalla 9%, = ABE'FFF' comenzara a penetrar en la region magnetizada en el instante de
tiempo t = T, como la espira se mueve con la misma velocidad vy = a/ T en todo instante y a es la longitud de los lados de

esta malla, se tendra que el flujo magnético a través de ¥, es nulo en instantes de tiempo ¢ < T, variable en el
intervalo T <t < 2Ty constante para t > 2T. En consecuencia...

0; si t<T 0; sit<T
o 5] al : a0 dq"fﬂ(t) 3
O (t) = | B-dS =1 Bpa(wt—a), s T<t<2T = £t =- i =4 —Byavy=—-E; st T <t
Eo ’ af
Bya®, cte.: si 2T <t 0; si 2T <

£

(0)=(a/T )t

En esta segunda malla, ademas de la posible f.e.m. inducida que acabamos de determinar, esta presente la f.e.m. del
generador ideal incrustado en el lado AB de la espira. Por tanto, la segunda ley de Kirchoff se formula en los siguientes
términos:

[Z%} =1(1) (R1+R9+Rﬁ)+1"g—VF s &y+£{iﬁ2(t)=gf(t)+l’(t)
j

i)

Sustiyendo en esta expresion el comportamiento de la intensidad de corriente en la espira, asi como el de la f.e.m.
inducida, £7 (t), puede comprobarse que la solucién para el voltaje V(t) en la malla 9%, es idéntica a la obtenida en la

ind

otra la malla:

E Eo; si0<t<T 1
i ... R P ;
| V()= Eﬁ_‘_gir?ﬁu(t) -3 1(t) = Eo+ (&) =0 si T <t<2T :
E 5{)—g1{)—£ si 2T <t i
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Por otra parte, obsérvese que si comparamos los resultados de flujo magnético y f.e.m. inducida en la espira completa
g% que se obtuvieron en el apartado anterior, con los obtenidos en las mallas 8%, y §¥,, comprobamos que se verifican
la relaciones:

OE — BT 4 dT2 — 0% Py g

m m m ind = *~ind ind
2.3 (c) Seiiales eléctricas en la espira con cable conductor en el centro

Al colocar el amperimetro entre los puntos E y F éstos quedan cortocircuitados, y puesto que se asume que el cable tiene
resistencia despreciable, comparada con la de la espira, se tendra que los puntos centrales de los lados

largos BC y DA estan también cortocircuitados. Esto se traduce en que el sistema ya no estara formado por una espira,
sino por dos espiras (circuitos cerrados) que coinciden con las mallas 9%, y 93,, y que comparten el lado p’ ' formado
por el cable conductor de resitencia nula. Por tanto, la mallagy;, = F'C'DF’ constituye un circuito cerrado modelado
por las resistencias R3, R4 ¥ Rs conectadas en serie que, como sabemos, son equivalentes a una resistencia de valor R/ 2.
Ademas, consideraremos que las ramas de 93, no comunes con J3,, son recorridas por una corriente eléctrica de
intensidad Iy, que consideraremos positiva en el sentido horario. Por su parte, la malla 93, = ABE'F’ se corresponde

con un circuito cerrado modelado por el generador de f.e.m. & y las resistencia Ry, Ry ¥ Rg conectadas en serie, que
también son equivalentes a una resistencia de valor R/ 2. Las ramas no comunes con J¥}; son recorridas por una
corriente eléctrica de intensidad I, que también tomaremos en sentido horario; por tanto, se tendra que el valor de
dicha intensidad coincidira con la sefial registrada por el amperimetro incrustado en AB: I, = I(t). La rama comun a las

dos espiras, ;' ', es recorrida por la corriente eléctrica de intensidad i(t), que consideraremos positiva si recorre en el
sentido ascendente; es decir, de ” hacia . Por tanto, si aplicamos la primera ley de Kirchoff en el nodo f’, se tendra:

a ——»

B 10 & B Ller ceise

{ZIJ =—Il+?()+f'3—0 — i(f)=flff)—fg(f)
: \ZO—» )

Por otra parte, cuando cada uno de los dos circuitos cerrados
descritos entra en la regién de campo magnético, se establecen
los correspondientes flujos magnéticos, ®>* a través de £,y @

m
a través de ¥, que mientras varien en el tiempo, producen las

) )M

fuerzas electromotrices inducidas £ ;' y £;;* enlas

correspondientes espiras. Obsérvese que los flujos magnéticos y
las consiguientes fuerzas electromotrices inducidas en las
espiras, son exactamente las mismas magnitudes que en los
apartados anteriores, en que la rama £’ ' permanecia abierta;
es decir...

™
%

I(t)= (a/T)r

0; si <0 0; sit<0
¥ = = . (9\"1 d(I)m(t) s
O (t) = | B-dS =< Byauvyt; si0<t=<T = &'t = % =< —Byavg=-&; si0<t<T
Je, f .
Bya?, cte; si T <t 0; si T <t
e Vo
0; si t<T 0; si t<T
= = = . A% dd,,(t) .
O (t) = | B-dS=1< Byalwgt—a); st T<t<2T = &5t =- " =4 —Byavy=—-&; st T <t
JEo 4 o,
Bya?, cte.: st 2T <t 0; si 2T <

Aplicamos la segunda ley de Kirchoff en el circuito cerrado formado por la espira 9%, = ¢ DF'E’, donde la resistencia
eléctrica R. de larama '’ es despreciable frente al valor R/ 2 de los otros lados:

~ 10

| =5

S}

|:Z EJ‘| _glrid () 1 (R;; + Ry +R:,> + ?[T)E. ~ h(f)
J

I2)%

2T

r
I
P [ S
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0; sit<0

2 Lox 2
Il(t)zﬁg{iﬁl(t)z _E&F_z;’{,; si0<t<T

0; si T <t

Si evaluamos dicha ley en el circuito cerrado 933, = ABE'F’, se tendra...

I(1)
20,1
e ——
| I
| |
I I :
| I
0 T 2T t
lz EJ} =&+ 5{?32(;) = L(Ry + Ry + Rg) + i(t) B, = I:(t) % =
i A%
Y it<T
E )y = iy s1 @<
2 A 2 .
I(t) = T [Eo+E5 ] =9 = [+ (&) =0; siT<t<2T
R
2 o= 21 si 2T
\ & & = 21y; s1 <t

Finalmente, restanto estas dos intensidades obtendremos cémo es la sefial de intensidad de corriente registrada por el
amperimetro situado en el cable central:

(=2 Iy; si t <0 i(1)
A
T 2T
—21{)—21{)=—4I{); si U{f-(.T 1 1 ;f
i(t) = L(t) — L(t) = < 21, | : f
0; si T<t<2T _JZ ______________ Lo —
I
| —2I; si 2T <t 41, !
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1 Enunciado

Para implementar un lector de cinta magnética se utiliza una espira cuadrada
conductora. Esta se halla conectada a un amperimetro que mide la intensidad
inducida cuando bajo ella pasa una cinta en la cual hay una secuencia de
regiones magnetizadas y no magnetizadas. Aquéllas producen un campo
magnético B, que puede considerarse localizado en dichas regiones y
practicamente uniforme en las proximidades de la cinta, siendo su direccion
perpendicular al plano de la espira lectora. El amperimetro esta conectado de
manera que mide valores positivos de intensidad cuando la corriente inducida
recorre la espira lectora en sentido antihorario, teniendo ésta un tamano algo
menor que las secciones magnetizadas. Sila cinta se desplaza con velocidad
constante vo respecto de la espira lectora fija, como es la corriente inducida en
la espira cuando bajo ella pasa una seccion magnetizada en sentido negativo

(ver figura).
(A It
| A (1)

= % X X ® —
N ® % ® ® —
| > 2 2% ® —
N % ® % —
Vi V, \
2 Solucién

Adoptamos un sistema de referencia OXYZ solidario con la espira lectora fija, de
manera que ésta se halla en el plano OXY. En consecuencia, el campo
magnético B de la secciéon magnétizada que pasa bajo la espira tendra la
direccion del eje OZ y sentido negativo. Por otra parte, para medir el flujo de
este campo magnético a traves de la seccion o de la espira, tomamos la
superficie cuadrada de lado a que se apoya en ella. Los vectores elementos de
superficie (S en la seccién de la espira son paralelos al vector unitario k. En
cuanto a su direccién, ésta queda determinada por el sentido adjudicado a la
medida de la corriente en la espira lectora. Y como se han de medir como
positivas las corrientes eléctricas que recorren aquélla en sentido antihorario,
el flujo magnético a través de la espira habra de medirse tomando los 4S con
sentido positivo. Asi, en todo momento se tendra:

B=-Bk; dS=dSk

Cuando la seccién magnetizada empieza a pasar por debajo de la espira, el flujo
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campo magnético a través de ésta sera igual al producto de la componente del
campo por el area parcial S(t) = ax(t) de la seccién magnetizada que hay bajo

la espira en el instante arbitrario ¢

(I)IILJE = /B -dS = -8B / dS = —Ba T{f} = (I’m{f}JE
JE J st

AN
Y T I-‘"\ _é/ !”

\ — % ¢ |."—|-

|| — ® || —>

| |
. ® —

| i

I| —> Rad —>

V \l

{0

Por tanto, desde el instante inicial hasta el momento ty = a/ vy en que el campo

de la seccién magnetizada fluye por completo a través de %, se induce en ésta
una fuerza electromotriz opuesta a la variacién del flujo, que sera igual al
producto de la intensidad de corriente inducida por la resistencia eléctrica de
la espira. Y como la cinta se mueve bajo el lector con velocidad constante de
modulo v, ésta sera la derivada con respecto al tiempo de la anchura “x(t)" de la

franja de secciéon magnetizada bajo la espira:

dd,, dx(t)
I(t = — =alb
RI() = &ing dt JE ¢ dt
Ilff) = @ BR?I{} = I.[]._: cre. f[] <t < f{})

Es decir, durante dicho intervalo de tiempo, se induce en la espira una
corriente eléctrica constante que la recorre en sentido positivo.

Como la anchura de la seccién magnetizada es algo mayor que la del lectos,
hay un intervalo de tiempo a partir del instante ¢,, en que el flujo magnético es

constante:

1 db,,
R dt

(I)IILJEZ /.B'(IS:_BG-E = Ilff)Z— ZU Iff{].{f{f]_)
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A partir del instante t1, la secciéon magnetizada comienza a salir de debajo del
lector. Hasta que termina el proceso en un instante t, el campo magnético fluye
a través de una franja de largo a y ancho a - x(t). Se tendra entonces...

P x(t) = /B-dS = —B[}H dS = —FBa [a.— T[f)]
2 St

En este caso, la corriente eléctrica inducida vuelve a ser constante, con el
mismo valor que en el primer intervalo de tiempo, pero recorriendo la espira
lectora en sentido horario:

1 do,, a B dz(t)
I{t) = —— = -
RI1) R dt JE R dt
a By

= —17.[].; cte. [:f-j_ < [ < t-g)

/!

I

0 Vo \
A partir del instante ty, bajo el lector habra una regiéon no magnetizada por el

campo y flujo magnético seran nulos. En consecuencia, tampoco habra
corriente inducida en la espira.
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1 Enunciado

Para medir el médulo p, del momento R=20cm
dipolar magnético /i, de un pequeno iman,
se disena un sistema consistente en un
dinamometro de torsién y una espira
circular de radio p — 20 ¢m Y gran seccion,
por la que pueden circular corrientes de
mucha intensidad. Colocado el iman en el centro de la espira, fijado al
dinamoémetro, éste permite medir el momento o par de fuerzas aplicadas al
iman, que puede ser considerado un ente puntual. Se comprueba que cuando el
iman se encuentra con su eje S-N contenido en el plano de la espira (ver figura),
y por ésta circula una intensidad de {41 A, el par de fuerzas que actua sobre el
iman es |7] = (.1 Nem. ¢Cuanto vale el momento dipolar magnético del iman?

'7=0.1Ncn

B

2 Solucion

En el enunciado se indica XA
que las dimensiones del
iman son lo
suficientemente pequenas
en comparacion con el
radio R de la espira, como
para poder considerar
aquél como un ente
puntual situado en el
centro O de la espira. En
consecuencia, si en dicho ¢ R g4

punto existe un campo

magnético B((), creado por la corriente eléctrica que recorre la espira, se

ejercera un momento o par de fuerzas =, tal que:

7o = fim X B(O)

siendo ji,, el momento dipolar magnético. Asi, cuando esta magnitud vectorial,
caracteristica del iman, no esté alineada con el campo magnético, el par + sera
no nulo, e intentara forzar dicha alineacion.

Tomemos un sistema de referencia cuyo origen se halle en el punto O, con el
eje OX en la direccion perpendicular al plano que contiene la espira y con el
sentido definido por el de circulacién de la corriente eléctrica que recorre
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aquélla. Usando la expresién del campo magnético creado en el eje de una
espira circular, y particularizando al centro de ésta, se obtiene:

_ Ho I,
B(0) = R
Por otra parte, el iman esta conectado a un dispositivo que fuerza a que su eje
S-N se halle alineado con un diametro de la espira. Si tomamos como eje OZ la

direccion de dicho diametro, las expresiones analiticas del momento dipolar
magnético del iman y del par de fuerzas que actua sobre el seran:

. , . , ol . L
Hm = |J”fm| k = TJ:} = Hm X B{O) = ﬁ |J”fm| (k * 1) = |T|.]

Y utilizando este ultimo resultado, puede determinarse el médulo del momento
dipolar magnético del iman, a partir de la intensidad I de la corriente que

recorre la espira, el radio R de ésta y el par de fuerzas |7| ejercido por el campo
magnético sobre el iman y medido por el dinamoémetro:

2R|7|

2.26 Am®
jinyl

|,ﬂ:m| -
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1 Enunciado

Se ha construido una antena consistente en dos pequenas espiras planas
contenidas en sendos planos ortogonales y conectadas entre si tal como se
indica en la figura. La que esta situada en el plano z = 0 tiene forma cuadrada,
siendo 2a la longitud de sus lados. La contenida en el plano x = 0 es una
circunferencia de radio a. ;Cual es el momento dipolar magnético de la antena
cuando una intensidad de corriente I recorre la espira cuadrada en sentido
antihorario (ver figura)?

2 Solucion

La antena consiste en un conductor filiforme que describe un circuito

cerrado I'. Cuando es recorrida por una corriente eléctrica con la intensidad y
en el sentido indicado por el elmento de corriente [dr, la antena se comporta a
grandes distancias como un dipolo magnético que estara caracterizado por un
momento dipolar magnético,

ﬂ:%ﬁrxdr Z,i. — (] —»
r

donde r es el radio-vector variable
qgue indica la posicién de los
puntos del circuito respecto de un
punto fijo arbitrariamente elegido.
Obsérvese que, al cruzarse su

trazado, existen dos puntos del Ly el
conductor, Oy ¢, a los que > ~— >
corresponden elementos de r Idr / Y
corriente distintos pero que

coinciden en un mismo punto X — Dq —*
geométrico. De esta forma, la

anterior integral se puede descomponer en la suma de dos integrales a lo
largos de sendas curvas cerradas:

I ’ °
= = r x dr + r x dr
2 O(3%1) O (9%a)

una de forma circular, que denominaremos g%, y otra 9%,, de forma cuadrada.

Pero, cada uno de los términos de la anterior expresion es, por definicién el
momento dipolar magnético de la espira correspondientes. Y como 9%,y 9%,
son espiras contenidas en sendos planos ortogonales, el momento dipolar de
cada una de ellas sera un vector de direccién perpendicular al plano de la
espira y modulo igual al producto de la intensidad de corriente por el area de la
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superficie plana que encierra; el sentido del momento dipolar esta determinado
por el sentido en que la corriente recorre la espira plano, segun el criterio del
triedro directo:

= é r; x dr; = —I'wa’i LA +—ad— [
951 4

ﬁgzié I'g?’(d['g:.rfiﬂ-zk
2 a5

Sumando estos dos términos,
obtenemos el momento dipolar
magnético de la antenaTI:

H—za—H

ol

%rxdr:ﬁl—l—ﬁngﬁ (—mi+4k)

r
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1 Enunciado

Calcule el momento magnético dipolar de una esfera de radio R, con una
carga q distribuida uniformemente en su volumen y que gira con velocidad
angular w.

Establezca la proporcionalidad entre este momento magnético y el momento
angular de la esfera, si ésta posee una masa m distribuida uniformemente en el

volumen.

2 Momento magnético

2.1 Antes de hacer ninguna cuenta

Podemos obtener bastante informacién de cual va a ser el resultado sin
necesidad de hace integral alguna., simplemente analizando las dimensiones y
simetrias del problema.

m Sabemos que el resultado es un momento dipolar y por tanto debe tener las
dimensiones de una intensidad de corriente multiplicada por una
superficie.

m Por otro lado, los unicos datos necesarios son la carga de la esfera, su
radio, y la velocidad angular de rotacién.

m Para conseqguir una cantidad con dimensiones de intensidad debemos
dividir una carga por un tiempo.

= Lacargala tenemos.

» El tiempo lo podemos obtener del periodo de giro, inversamente
proporcional a la velocidad angular.

m Por ello, para obtener una corriente podemos usar q/ (T / 2n) = gw.

m Para conseguir una superficie solo podemos elevar al cuadrado el radio de
la esfera.

= Por tanto el momento magnético debe ser proporcional a

m o< quw R’

= Por otro lado, el momento magnético es un vector que debe tener una
cierta direccién.
m La esfera es un cuerpo simétrico, que no define ninguna direccion.
m Launica direccioén disponible es la que senala la velocidad angular.
» El sentido del momento magnético puede ser el mismo que el de wo
el opuesto.
= Por todo ello, el momento angular de esta esfera debe ser de la forma

m = agR*w
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Siendo o una cantidad adimensional (un nimero) con signo, cuyo valor si debe
determinarse mediante calculo integral

Obsérvese que en ningun momento se usa el que la distribucién sea
volumeétrica; solo el que es simétrica en la esfera. En el caso de una carga
distribuida uniformemente sobre la superficie, el razonamiento sigue siendo
valido. Lo unico que varia es el valor de a.

2.2 Calculo del momento

Para calcular el momento dipolar magnético de una distribucién de corriente
de volumen debemos hallar la integral vectorial

ln:%/r"x.]df

siendo el volumen de integracion aquél en que hay corriente. En nuestro caso,
se trata de la esfera de radio R. Por ello usaremos coordenadas esféricas para
realizar el calculo.

La densidad de corriente en el caso de que tengamos una distribucion de carga
que se mueve rigidamente es

7o __ a4
=PV T RT3
La velocidad de los puntos de la esfera corresponde a una rotacion pura
v=wxr

Si tomamos como eje Z el marcado por la velocidad angular nos queda la
densidad de corriente

— i f
w=uwu. ¢y =¢'us J=powrsentu,

El ultimo producto vectorial puede obtenerse usando las relaciones entre las
bases vectoriales o la propia definicién de producto vectorial como un vector
cuyo médulo es el producto de los moédulos por el seno del angulo que forman
(que es 0, por definicién de esta coordenada), y con una direccién ortogonal a
ambos.

Llevando esto a la integral nos queda el integrando
r' x J = —powr’? senf uy

y nos queda el momento magnético

. 27 pm pld
m = —%f f f (r"? sen® ug ) sen®’ dr’ de’ dy’
2 Jo JoJo
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Esta es una integral vectorial, por lo que hay que tener mucho cuidado con la
base vdectorial empleada, ya que

Los vectores de la base dependen de la posicién

Por ello, pasamos este vector a la base cartesiana

uy = costl cos pu, + cosflsenypu, — sen fhu.

y la integral se puede descomponer en esta base

m = MzUy + My, + M.,

’Gﬂw/ // " sen’# cos@’ cos ' dr’ df di’

my = _pc.w / 't sen®d cos @ sen ' dr’ d¢’ dy’

’ODw/ // " sen®d dr’ df’ dy’

las dos primeras integrales se anulan ya que

2 2
/ cosi dy’ = / seny dp' =0
0 0

La tercera componente se convierte en un producto de tres integrales
independientes

2w R ]

Poll! ! 3 14 ! Potl! 4 R
= dip ﬁ"dﬁ" dr' = —(2 —

QL““KEE“ ﬂ?ﬂ ' 2(”}(3>(5>

Simplificando nos queda el momento dipolar magnético

con

_ AmpowR° %
“ T 15 T

— W
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1 Enunciado

Una particula de masa m y carga g se mueve en el interior de un campo
magnético uniforme B = B,u.. Sila particula se halla inicialmente en el origen
y moviéndose con velocidad v = vq. ;Cual es la trayectoria posterior? ;Cual es
la posicién en un instante de tiempo t?

2 Introduccion

Este problema trata simplemente de aplicar la segunda ley de Newton F = ma,
alaley de Lorentz

F=¢q(E+vxB)

Si s6lo tenemos presente un campo magnético la ecuacion de movimiento a
resolver se reduce a

dv
e _— = B
ma = m P gV X

Para resolver esta ecuacion consideraremos en primer lugar dos casos
particulares:

3 Caso de una velocidad inicial paralela al campo magnético

Si la velocidad inicial es paralela al campo magnético, la fuerza en el instante
inicial es

F(t=0)=¢gvoxB=0
Por tanto, la aceleracion inicial es nula y v un instante posterior seguira

siendo vo. Extendiendo este razonamiento a todos los instantes posteriores
resulta

V =¥

esto es, si la velocidad inicial es paralela a B, esta velocidad permanece
constante. La particula describe un movimiento rectilineo y uniforme
paralelamente al campo magnético. La posicién en un instante cualquiera sera

r =TI+ Vol

4 Caso de una velocidad inicial perpendicular al campo
magnético

Si la velocidad inicial es perpendicular al campo magnético, la fuerza inicial no
sera nula



F(t=0)=¢gvox B

Sin embargo, por ser un producto vectorial en el que interviene B, resulta una
aceleracion perpendicular al campo magnético. Esto hace que la velocidad en
un instante posterior

v(dt) = vo + adt

sea también perpendicular al campo magnético. Extendiendo el razonamiento,
resulta que sila velocidad inicial es perpendicular al campo magnético, lo sera
en todo instante.

La particula se mueve sobre un plano perpendicular al campo magnético.

Queda determinar el movimiento sobre dicho plano. Si descomponemos la
aceleracién en sus componentes normal y tangencial
_ 9
a=—a;+a,=—vxDB
i
La aceleracidén tangencial es la componente paralela a la velocidad, pero el
segundo miembro es puramente normal a ella, por tanto

dp — 0
Ello implica que

d
0=qa; = % = |v| =|vo| = cte

Por ser la fuerza de Lorentz puramente normal, la particula se mueve con
velocidad de moédulo constante. Este resultado es general en cuanto a que no
depende de si el campo magnético es uniforme o no. También puede
expresarse en términos de la energia cinética

1
T 2 _
U. = §?H‘U = cte
La energia cinética de una carga en un campo magnético permanece
constante. E]l campo magnético no realiza trabajo sobre ella.

Yendo ahora a la aceleraciéon normal, su modulo es

2
v q
a, = —= = —vBy

R m

De aqui se deduce que la particula se mueve con radio de curvatura constante




Una trayectoria plana de radio constante es una circunferencia. El radio de esta
circunferencia se denomina radio de Larmor.

La frecuencia de giro es independiente de la velocidad inicial

U q By

W= —— =174
R m

Esta cantidad (conocida como frecuencia ciclotron) permite identificar las

particulas en los detectores de los aceleradores de particulas, donde estas

trayectorias se observan habitualmente.

5 Caso de una velocidad inicial arbitraria

Supongamos ahora que la velocidad inicial no es ni paralela ni perpendicular a
B, sino que forma un cierto angulo a con el campo magnético. En este caso,
podemos descomponer el problema en suma de los dos casos anteriores. Para
ello, escribimos la velocidad como una superposicion de una velocidad paralela
a B (proyectando sobre esta direccion) y otra perpendicular (hallando el
complementario)

(v-B)
B

B v.=VvV =YV

La fuerza de Lorentz, en términos de estas dos componentes, es
F=q(vxB)=qv, xB

ya que el producto de dos vectores paralelos se anula. La fuerza resultante es
también perpendicular a B. Por tanto

dv dv dv dv dv
mazm dt”—l—m df.l:quXB = md—tllzﬂ md—tl:qleB

El resultado final es una combinacién de los que ya hemos visto: el movimiento
paralelo al campo magnético es uniforme, mientras que el perpendicular es
circular. La combinacién de estos dos movimientos es uno helicoidal. El radio
de esta hélice es

muv | My Sen o

R = —
qBy q By

mientras que el paso de rosca (altura que sube al dar una vuelta) es

b=uvT = vycosa (

2mm 2mmug cos o
q By q By

El sentido con el que se recorre la hélice depende del signo de la carga.






1 Enunciado

El campo eléctrico de una onda electromagnética plana es
E(y, t) = Eﬂ sen (ky + wt) con E} = E, L (Ey es positivo). La frecuencia de la
onda es f = 40.0 MHzy el valor maximo del campo eléctrico es Ey = 750N /C.

1. ;Cual es la direccion y sentido de propagacion de la onda?

2. ¢Cémo es el campo magnético de la onda?

3. ¢Cuanto vale la longitud de onda, el numero de onda y el periodo de la
onda?

2 Solucidn
2.1 Direccion y sentido de propagacion

De la fase en la expresion del campo eléctrico vemos que la direccién de
propagacioén de la onda es el eje Yy el sentido es el negativo del eje Y. Es decir,
el vector unitario que indica la direccién y sentido de propagacién de la onda
es

U= -F
2.2 Campo magnético

Al ser una onda plana, el campo magnético ha de ser perpendicular al campo
eléctrico y a la direccion de propagaciéon. Como el enunciado nos dice que el
campo es paralelo al vector ;. y del apartado anterior sabemos que la direccién
de propagacién es la del eje Y, el campo magnético ha de ser de la forma

B = Bysen (ky + wt)

con B, = B,, - El signo de By, se obtiene del hecho de que el producto
vectorial F « B ha de ser paralelo a ;. Entonces

—

Ex B | Ey x By = (Eok) x (Bo7) = EoBos 7

Debe cumplirse £}, x B, = —.4 7 con A positivo. Por tanto

con By positivo. El campo magnético es

B = (=B, 1) sen (ky + wt)

El mo6dulo del campo magnético es



Bo=2 —a50,T
C

2.3 Longitud de onda, numero de onda y periodo

El periodo de la onda es
1 —8
T=—-=250x10""s
f
La longitud de onda es
C
A=—==T750m
f
Y el numero de onda es

9
=21 = 0838m!



1 Enunciado

Se tienen cuatro placas conductoras
iguales de superficie S dispuestas
paralelamente como se indica en la figura.
La distancia entre placas vecinas es la .
. . £
misma para todas ellas e igual a d. Las dos v 0
placas de los extremos estan conectadas a 1
X

tierra (potencial 0) mientras que las otras a b C
dos placas se conectan a los
potenciales V, =V y V3 =2V,
V.=V, V,=2V,
1. Calcula los campos eléctricos en las T T

regiones entre placas, indicadas en la =
figuracomo a,byc.

2. Calcula la carga total acumulada en las cuatro placas.

3. Se conectan las placas 2 y 3 con un hilo conductor. Calcula los nuevos valores de los campos y la
carga de cada placa.

2 Solucién
2.1 Campo entre placas

El campo generado por un plano infinito con una densidad uniforme de carga eléctrica es uniforme y
perpendicular al plano. Cuando tenemos varios planos infinitos paralelos entre si el campo en cada
espacio entre planos es uniforme y perpendicular a ellos.

En este caso, el dato que nos dan es el potencial al que estan los planos, no las densidades de carga en
ellos. Por tanto determinamos el campo en cada regién en funcién de la diferencia de potencial entre
planos. El campo en cada regién es

En la regién la circulaciéon del campo a lo largo de una linea recta que una las placas 1y 2 esigual a la
diferencia de potencial eléctrico entre ellas. Tenemos

2

2 2 2
1 1 1

1
Por tanto, y aplicando un razonamiento similar en las tres regiones entre placas tenemos

(V=W
d

7 (a)

Vi =15
d

ty
Il

T (b)

Segun los datos del problema

=0, V=W V=2 V=0
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Por tanto el campo en cada regién es

( '[,E. .
——1 L
27 ()
; Vo
E=<¢ ——7 (b
27 ()
2V .
SAPIUY
2.2 Carga en las placas
La figura muestra la orientacién del . 3 4
campo en cada regién suponiendo . + 0+ i
que V; es positiva. El campo va desde los
potenciales altos hacia los bajos. También - + B B
va desde las cargas positivas hacia las - E, + +0+ E. =
negativas. En la figura se indica el signo - —
de la carga acumulada en cada una de las - + tt -
caras de las placas. . + +1 + -
En cada cara la densidad superficial de
carga es | L V=2V, 1

o= EOE 7T
La carga total en cada superficie es
Goup = S 0 = Seoﬁ-ﬁ

donde 7; es un vector normal a la superficie de la placa y que sale de ella. Sequn esto la carga en cada
placa es la suma de la carga en su cara izquierda y la carga en su cara derecha. Tenemos

01 = qui +qua =0+ Seo(Ea?) - (+7) = Seo By = —Eﬂg%

G2 = Goi + Goa = Sco (Ea?) - (=) + Sco (Bp?) - (+7) = —Seo By + Seg By :+€‘:"'§VEII _onvﬂ' =0

93 = Gai +gaa = S0 (Ep?) - (—0) + S0 (Be?) - (+7) = —Sco By + Sco B = +€Oi% + Qef% N 3605%
Q1= qai + qaa = Seo (Ea?) - (—0) + 0= —-Seo B, = —¥

Puede comprobarse que la suma total de todas las carga es cero, como debe ser pues las superficies
cargadas estan en influencia total dos a dos.

2.3 Conexion de las placas 2y 3

Al conectar las placas 2 y 3 las cargas presentes en ellas se redistribuyen, y también las cargas en las
placas 1y 2, pues estan conectadas a tierra, que no es otra cosa que un conductor externo a potencial
fijo.

El campo en la regién b es ahora nulo, pues las placas 2 y 3 estan al mismo potencial. Los datos que
tenemos sobre el potencial y/o las cargas de las placas son

deo SV

V=0 Vi=0 Q+ Qs =0Q2+ Qs = 3
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No sabemos cual es el potencial V', del conductor 2+3,

1 2 3 4
pero sabemos que tiene un valor fijado. Usando el
mismo razonamiento que en el apartado 1, el campo . B
en cada region es E, E,=0 E,
A — —
2 —
—1 i
27 (a)
. - .
E={70 (b) 1 =2 I
Vi
— 1 C
| (c)

La carga total en el conductor 2+3 es la suma de la carga en la cara izquierda de la placa 2 y la derecha
de la placa 3

= = 2e05V]
Qhus = Seu (Bl (-0) + Seo (L (+1) = Sz (— By + B) = 22

Sabemos que esta carga debe ser igual a la que habia en las placas 2 y 3 antes de la conexién. Es decir

3ep SVy 255V 3
Qo Qo=+ Qp == =2 = 22 s V= DY
El campo es
iy
RAGNC
E={10 (b)
3 .
[ Za7 @
y las carga en cada placa
[ﬂ:_:}.‘j'govu 1 2 3 4
2d + +
- - +
9123350% . E Bl =0 B
2 2d + +
' . — —_—
) . N -
%:38263% . N R
| T 1
/ 35 Vh = =V',=3V,/2 =
e 2d

La imagen de la derecha indica el sentido del campo en cada regiéon y el signo de las cargas en cada
placa, suponiendo que Vj es positivo.
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1 Enunciado

Dos cuerpos conductores,C; y Cy, presentan sendas superficies planas, D
perpendiculares al eje OX, que coinciden con los planos geométricos IT;:x = K&, €
. . ., . . . ——
0y con ITy:x = 2a. La distancia de separacion, 2q, es significativamente Cl C2
menor que las dimensiones de los planos conductores. La regién L,
correspondiente a 0 < x < a esta ocupada por un dieléctrico lineal de ]
constante dieléctrica k, mientras que la comprendida en el intervalo a < x < > —>
. . . - X
2a esta rellena de aire. El conductor C; esta conectado a un generador cuya
f.e.m. tiene un valor constante V{, y el C, a tierra. Esta diferencia de —_— E+
potencial entre los conductores determina la presencia de un campo Vu —*—-("‘ ),
eléctrico en la regién dieléctrica que los separa, y cuya expresion es:
_’——’— 1

=0 x=a x=2a

Ey
— 1 si0<xz<a

- K
E(x,y,2) =

Ey7 st a<x<2a

1. (Como son las superficies equipotenciales entre los dos conductores? Indique de qué forma varia el valor del
potencial de dichas superficies.
2. ¢{Qué relacion existe entre los valores Vg y Ey? Obtenga la funcién V(x) que describe cémo es el valor del potencial en

laregion ) < x < g (dieléctrico lineal), yen ¢ < z < 2a (aire).

2 Solucion

Planteamiento

Toda distribucién de cargas eléctricas estaticas produce una perturbacién eléctrica en el espacio que puede ser descrita
mediante sendos campos: el campo eléctrico | i), de naturaleza vectorial; o el campo escalar potencial electrostatico
V(7). La primera de estas magnitudes fisicas se define como la fuerza eléctrica que por unidad de carga experimentaria
una carga puntual situada en el punto Pdel espacio, determinado por el radiovector . Y puesto que dicho fuerza es
conservativa, es posible definir la energia potencial electrostatica de una carga puntual cuando se encuentra sometida a
la accién de las cargas que crean la perturbacién eléctrica analizada. E1 potencial eléctrostatico V() es la energia
potencial que por unidad de carga tendria una carga puntual situada en el punto P, dado por el radio vector 7.

Ambas magnitudes fisicas son dos formas de expresar los efectos producidos por una determinada distribucion de
carga, que se relacionan a partir de la definicién de diferencia de potencial: los campos f( i) € V() creado por una
determinada distribucién de carga eléctrica en un regién del espacio son tales que la diferencia entre los valores del
potencial entre dos puntos A y Bde dicha region es igual a la circulacién (o integral de camino) del campo eléctrico
entre dichos puntos:

B
V(A) - V(B) = / E - dF
4 A

Y puesto que el campo eléctrico es una magnitud fisica, su médulo ha de ser una cantidad finita expresable mediante
un numero real. Por tanto, si consideramos dos puntos, P y P, separados una distancia infinitesimal, entonces se
cumplira,

V(P)=V(P)+dV, tal que dV = — E(P)-dF,

siendo d; el vector de moédulo infinitesimal que determina la posicién de p’, respecto de P. Este resultado permite
identificar al vector campo eléctrico como el vector opuesto al gradiente del potencial eléctrostatico en dicho punto.En
terminos del operador nabla, se tendra:

E(7) = —grad V()] = ~VV(#

Por tanto, el campo eléctrico en un punto es un vector que indica la direccién y el sentido en que se verifica la maxima
disminucién del valor del potencial, y cuyo médulo es la variacién por unidad de longitud del potencial en el entorno de
dicho punto. Por otra parte, si desde el punto P nos desplazamos a puntos infinitamente préximos situados en la
misma superficie equipotencial, la variacién del potencial va a ser nula; por tanto, en general se tendra que el campo
eléctrico en P va a ser perpendicular al plano tangente a la superficie equipotencial en dicho punto.
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Para la resolucién del ejercicio propuesto resulta especialmente interesante esta interpretaciéon de campo eléctrico y
potencial. Si se utilizan las coordenadas cartesianas para la descripcién analitica del espacio, con el punto O como
origen del sistema de referencia OXYZ, y de manera que para un punto P del espacio, se tendra que:

v E(7) = Ex(2.y.2) 1+ By(2..2) T+ E(x,y. 9) k ) v oV
(ﬁ:;»:mf—l—yj-l-zk:- , tal que E(mgy___g):_-__)_i-_j_j
V) =V(y2) o 3y
2.1 Potencial electrostatico y superficies equipotenciales

Como sabemos, las superficies conductoras en condiciones electrostaticas, V
son superficies equipotenciales. Es decir, al estar el conductor (, S
conectado a tierra, el potencial en todos los puntos de la superficie 9,
tendra el valor de referencia, que tomaremos como valor nulo. Por su
parte, siel conductor (, esta conectado al electrodo activo de un Cl C2
generador electrostatico de f.e.m. V|, respecto del valor de referencia, todos
los puntos de la superficie gC, estaran a aquél valor de potencial. En
particulas las superficies planas I; y I, de dichos conductores seran ' ' X
superficies equipotenciales con valores de potencial V; y 0,
respectivamente: T E( )
V[F)JHI =V(r=10)=Vy; V[F)Jm =V(z=2a)=0 V(, [T

Por otra parte, en el enunciado se informa de que en cualquier —_— | S
punto Psituado entre ambos planos, el campo eléctrico tiene la direccién x=0 i x=2a
paralela al eje OX. Por tanto, las superficies equipotenciales van a ser los | l,-
planos perpendiculares al vector unitario cartesiano 7, que son planos

u_n

formados por puntos que tienen igual componente “x”. La comprobacién es sencilla: sea II; el plano formado por todos
aquellos puntos con igual valor x; en la coordenada “x". El vector desplazamiento entre dos puntos infinitamente
préximos de dicho plano no va a tener componente en la direccién del eje OX; por tanto, dicho vector serd perpendicular
al campo eléctrico en cualquiera de ellos, y no habra variacién del potencial entre ambos. En consecuencia, el potencial

tendra el mismo valor V; en todos los puntos del plano II;:

7

dv|, = -E(P)-dF|, =0

Pz, y,z)ell; s x =x;, tal que (l?"JH =dyj+dzk L E[P)”i' S
V(z,y,2)|, = V(e =)=V, cte.

Es decir, las superficies equipotenciales en el sistema electrostatico bajo estudio son cada uno de los planos II;
paralelos a las superficies conductoras II, y II,, al menos en el espacio comprendido entre dichos planos, y tanto en la
region rellena de dieléctrico lineal () < # < ¢ ), como en la de aire (¢ < x < 2a), como en la . Ademas, los valores del
potencial en cada uno de estos planos disminuyen en la direccién y el sentido indicado por el campo eléctrico, desde el
valor V, hasta el valor (). Asumiendo que £, > 0, se tendra:
ij =V(z=z;)=V,
= 0<r; <z2; <20 = 05V, < Vi<V

2.2 Expresion del potencial electrostatico

Los resultados discutidos en el apartado anterior en relacién con las superficies equipotenciales, pueden ser
constrastados con la obtencién de la expresién analitica correspondiente a la funcién del campo para el potencial
electrostatico, V(#) = V(x,y, z), en los puntos P(z,y, z) comprendidos entre los planos II, y II,. Utilizando la expresién
del campo eléctrico como el vector opuesto al gradiente del potencial, obtenemos el conjunto de ecuaciones
diferenciales que permiten determinar la funcién potencial electrostatico:

a1
? = —FE(z)
- oV v 1 . ox
0<z<2a;, Er,y,z)=Ex)T=- ﬂ r— ij’— ('_n k=-VV =
ox dy 0z av  av
— =—=0
Ay 0z

En primer lugar, las anteriores ecuaciones diferenciales en derivadas parciales indican que en ambas regiones
dieléctricas comprendidas entre las superficies conductoras II, y II,, el potencial electrostatico es exclusivamente
funcién de la coordenada “z "
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E{}

1V -
VP(x,y,z), con 0 <x<2a == V(P)=V(zx), tal que.. (d—TJ =-E(r) = .
A P(zay,2)

si D<o <a

—Fy, si a<x<2a

Obsérvese que, en consecuencia, el valor del potencial sera idéntico en todos los puntos que tenga igual valor en la
coordenada cartesiana “x ”; es decir, las superficies equipotenciales entre los conductores coincidiran con los planos
cartesianos II, : = = z;, constante. Por otra parte, la relacién que deben verificar potencial y campo eléctrico establece
que la derivada de la funcién potencial con respecto a la variable “z ” presenta valores constantes distintos en las
regiones de dieléctrico lineal y de aire. En cualquier caso, el potencial va a presentar un comportamiento lineal con
respecto a dicha coordenada cartesiana, pero correspondiéndole funciones distintas en cada uno de esos medios:

IV (& E L L

dV (=) == 1.7(m}=—/—0 lfl'!+.f1=——ﬂfi'?+."1: st 0<zr<a
dz Jdi<ze<a K s R "

1V (z

dV (z) ==L = V(.’I?):_/E[}d-’i'f+B:—Eﬂm+B= sl a<z<2a
dz Jda<z<2a '

donde Ay Bson constantes a determinar, en funcién de la geometria y las propiedades eléctricas del sistema. Para ello,
se exige que se verifiquen las condiciones de contorno impuestas en los planos conductores I1; : =0y Il : * = 2a,

VJHI =V = ViE=0=4=1 - & r + Wy, si 0<r<a
— V(z) = K
VJ m=0 = V(z=2a) = -2aEy + B=0 —Eyx + 2a Ey, si a<r<2a

Relacioén entre los valores F, y Vg

Para obtener dicha relacion exijimos que se verifique una condicién mas: la condicién de continuidad para el potencial
en la interfaz dieléctrico-vacio localizada en el plano II; : = = a,

Vir=a")=— & a+ Vy
K

1
Vie=a)=V(z=a") == 1-{)=(;+1) Epa

Vizx=a")=FEya




1 Enunciado

Se tiene un sistema formado por tres discos conductores de igual seccién S, con sus
superficies planas dispuestas en planos paralelos. El disco intermedio tiene un

espesor d /2 y esta separado del disco inferior por una lamina de metacrilato de espesor d,
cuya constante dieléctrica tiene un valor ; ~ 3; una capa de aire de espesor d/ 2 lo separa

del disco superior. El radio de los discos es considerablemente mayor que las distancias

que

1.

los separan, de manera que podran despreciarse los efectos de borde.

Determine las capacidades eléctricas de los dos condensadores formados por las
superficies planas enfrentadas, en términos de los parametros del sistema.

. Si se conectan los dos discos externos mediante un hilo conductor, ;qué tipo de

asociaciéon de condensadores se forma? ;Cuanto vale la capacidad eléctrica
equivalente?

. En la situacion del apartado anterior, determine la cantidad total de carga eléctrica

en el conductor central cuando entre éste y los externos se establece una diferencia
de potencial vV mediante un generador electrostatico. Determine también las
cantidades de carga eléctrica en cada una de las superficies planas de los
conductores.

. Tras desconectar el generador, dejando los discos aislados, se quita la lamina

dieléctrica y, posteriormente, se desplaza el disco central de manera que sus
superficies planas equidisten de los discos externos ;Cual sera el valor |/ de la
diferencia de potencial entre los discos? Determine también la variacién
experimentada por la energia electrostatica almacenada en el sistema.

. Sabiendo que los campos maximos de ruptura dieléctrica del aire y del metacrilato

son de 3 y 30kV/mm, respectivamente, y considerando que 4 = 1 mm, determine
cual es el valor maximo que puede tener V,, para que en ningun momento se
produzca la ruptura dieléctrica.

S S —
", I I | . ]
E|| dfz ______________ _a; _______________
O d/2 J) +o-i_ ------------------------------- 1 $di2 | |2d

Vo T__ . ¢ I-_ﬂ - |

I I

2 Solucion

2.1 Capacidad eléctrica de los condensadores

Asumimos que los didametros de los discos son lo suficientemente grandes frente a las
distancias que separan las placas para que las superficies conductoras se encuentren en
influencia total, formando sendos condensadores plano-paralelos. Ademas,
consideraremos que estas mismas caracteristicas geométricas permiten despreciar los
efectos de la acumulacién de carga en los bordes de los conductores sobre la capacidad
eléctrica de los condesadores. Por tanto, se tendra:
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2.2 Asociacion y capacidad equivalente

Si se conectan los discos exteriores mediante un cable conductor, aquéllos estaran al
mismo valor V}, de potencial electrostatico y, por tanto, las caras internas de dichos

discos son equipotenciales. En consecuencia, si el disco interior se encuentra a un valor
de potencial V,, las diferencias de potencial AV; y AV, existentes entre superficies que se

encuentran en influencia total, formando los respectivos condesadores C; y C,, estaran

seran iguales:
AVi=AV, =V, -V,

Es decir, dichos condensadores estan asociados en paralelo, de forma que la capacidad
equivalente de la asociacion sera:

01 1 G £ 8
o+ V, _’
- l I |

A II €

~— o I =
* 0, + + C
AV, E=KE, I 2
V.l B _ v T
L _Q: I l

- e l+ iKh B ’

2.3 Carga eléctrica en los conductores

Se procede a conectar un generador electrostatico que establece una diferencia de
potencial fija V{; entre el disco interior y los discos exteriores equipotenciales. La
cantidad total de carga Qg que de almacena en el disco interior sera igual a la suma de las
que haya en cada una de sus caras, de manera que:
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Las cantidades parciales de carga Q; y Q; que se almacenan en cada una de las caras del
conductor central también estaran determinadas por la diferencia de
potencial V, existente entre las superficies en influencia total de ambos condensadores:

h=0CV=2CV (o =CoVy =3CV,
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1 Enunciado

Un sistema de conductores esta formado por cuatro discos metalicos idénticos, de seccién S,
colocados con sus respectivas superficies en planos paralelos y con sus centros en el mismo eje
perpendicular a los discos. Las superficies enfrentadas de los dos discos centrales, “2” y “3”, estan
separadas una distancia d / 2, mientras que sus otras superficies se mantienen a una distancia d de
las de los discos “1” y “4”, colocados en los extremos del sistema. El valor de d es lo suficientemente
pequeno frente al didmetro y grosor de los discos como para poder considerar que cada par de
superficies conductoras enfrentadas se encuentran en influencia total, formando asi un condensador
plano paralelo relleno de aire.

1. Obtenga las expresiones para la carga eléctrica total en cada uno de d d?2 d
los discos en funcién de los parametros geométricos y de los valores _ M e e
del potencial electrostatico en los discos. o B aE @

2. Los discos “1” y “3" se conectan mediante un cable conductor ideal,
formando el conductor “A”, e igualmente se hace con “2" y “4” para
forma el “B”. Justifique por qué los conductores surgidos de estas £,
asociaciones forman un condensador y calcule su capacidad
eléctrica equivalente.

3. Considere el caso concreto en que el radio de los discos es de
R = 36 mm y ladistancia d = (.4 mm. Sabiendo que la ruptura ' l l
dieléctrica del aire se produce para una intensidad de campo 4 4 ¢ )

o3 = 3kV/mm, determine la diferencia de potencial v, v, ¥,

&l | €

eléctrico I

rup
maxima, V% que puede establecerse entre los conductores “A” y “B”.
Calcule también la energia maxima que puede almacenarse en el
sistema. ;Entre qué conductores se produce la ruptura cuando se supera el valor V;;,,,?

4. Si entre los conductores “2" y “3” se introduce una lamina de porcelana, de constante
dieléctrica k = 7 y campo de ruptura 7 = 5.7kV/mm, ;cudl sera el valor de Vp,, y entre qué

—
Lt

conductores se producira la ruptura si se supera dicho valor? ;Cuanto vale ahora la capacidad
eléctrica del sistema?

2 Solucion

A modo de introduccién, repasaremos los conceptos fundamentales a tener en cuenta en el
planteamiento y analisis del sistema bajo estudio. Consideremos que los cuatro disco conductores
del sistema descrito se hallan a sendos valores arbitrarios de potencial electrostatico V3, V,,V3y Vy,

tomando como valor de referencia el que existe en puntos muy alejados del sistema (infinito). Como
se sabe, cada disco constituye una regién equipotencial y en el caso general de que estos valores
sean distintos entre si, se tendra que entre los discos existen diferencias de potencial y, por tanto, un
campo eléctrico que en cada punto coincide con el vector opuesto al gradiente de aquel campo
escalar.

En el enunciado se indica que las distancias que separan a cada par de discos contiguos son mucho
menores que las dimensiones de los discos (didmetro y grosor). Esto da lugar a que el médulo del
gradiente del potencial (variacién del potencial por unidad de longitud) en el espacio dieléctrico
(aire) que existe entre cada par de discos contiguos sea mucho mayor que el que existe entre cada
disco y el infinito. Esto es lo mismo que decir que el campo eléctrico en el sistema descrito sélo va a
tener valores significativos en dichos espacios entre discos, siendo practicamente nulo en la regién
exterior que rodea al sistema. Por otra parte, cuando éste se halla en equilibrio electrostatico, el
campo eléctrico en el interior de cada disco es estrictamente nulo, asi como la densidad volumétrica
de carga eléctrica neta. Sin embargo, puede haber carga eléctrica distribuida en las superficies de los
discos conductores, la cual estara necesariamente asociada a la existencia de una discontinuidad del
campo eléctrico.
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Obsérvese que, en virtud de la discusién que hemos realizado acerca de cémo se distribuye el campo
eléctrico, en el sistema bajo estudio dicha discontinuidad se prodice en las sunerficies 0 caras de

cada uno de los discos que estén enfrentadas a otro disco d d?2 d

contiguo; por el contrario, en las caras exteriores de los discos H—H W+
numerados como “1" y “4”, no hay tal discontinuidad y, en Q 12 (_)

consecuencia, no habra carga eléctrica superficial. Ademas, si —I l* I;;Lfl I_zef' _
asumimos que en la regién exterior al sistema no hay campo 0 o) B 3) @ e
eléctrico apreciable, todas las lineas de campo eléctrico que E~() {1 . E~0
partan de una de las caras planas de un disco conductor > _: g
habran de terminar en la cara del disco contiguo que se ¢ g, ,

encuentra frente a aquélla. Es decir, cada par de caras o " ra 7
superficies conductoras enfrentadas, separadas por aire y > el |
pertenecientes a discos contiguos, se encuentran en influencia " > € |

total formando, por tanto, un condensador eléctrico. En : 4

consecuencia, dichas superficies conductoras almacenaran i "

cantidades opuestas de carga eléctrica, de manera que si > I (;I
denominamos Q;; a la cantidad de carga eléctrica distribuida Q—"' =33

en la cara plana del disco i que se encuentra frente al disco j, se N + + T
cumpliran las relaciones: v, v, v, V.

Qi=—-Qu (i=1,23; j=i+1)

Cada condensador esta caracterizado por su correspondiente capacidad eléctrica, que se define como
la relacion entre la carga almacenada en una de los superficies o caras conductoras que lo
constituyen, y la diferencia de potencial entre ambos conductores:

Oy = Qi Qu

Vi-V, Vi—-W

Ademas, esta magnitud depende exclusivamente de la geometria del condensador y del medio
dielétrico que separa a los conductores. Como hemos visto, en el sistema bajo estudio tendremos tres
condensadores formados, cada uno de ellos, por dos superficies conductoras planas y paralelas muy
proximas entre si. Asumiendo que podemos aplicar la aproximacién del condensador plano-paralelo,
en el cual la distribucién de carga en cada superficie conductora es uniforme (se desprecian los
efectos de borde), asi como el campo eléctrico en el espacio dieléctrico, las capacidades de estos
condensadores seran proporcionales a las areas de las superficies conductoras e inversamente
proporcionales a las distancias que las separan, siendo la constante de proporcionalidad igual a la
permitividad dieléctrica del aire (que consideraremos igual a la del vacio). Se tendr4, por tanto:

ﬂ I ”*Jy H
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Notese que los condensandores de capacidades C;; y Cy3 siempre estan conectados ya que ambos

comparten el disco conductor “2”, y aunque les corresponden superficies conductoras distintas de
éste, siempre seran equipotenciales. Sin embargo, esto no implica que estén conectados en serie,
pues no se indica que dicho disco conductor se encuentre aislado y descargado. Esta misma
situacion se verifica en el caso del disco “3" y los condensadores Cy3 y Cay.

Por otra parte, la aproximacién del condensador plano-paralelo tiene como consecuencia que el
campo eléctrico entre cada par de discos contiguos sea practicamente uniforme; es decir, constante
en modulo, sentido y direccién, siendo ésta perpendicular a las superficies planas de los discos. Sea
E;; el vector del campo eléctrico existente en la regién dieléctrica (aire en nuestro caso) que separa
el disco i del contiguo j, se tendra:

Obtengamos el valor de la componente Ej;, constante entre cada par de discos, en términos de la
diferencia de pontencial entre éstos:

¢ % Vi—V;

z - - . - 4., — _

1',;—1»“,-—[( E-rh—EU[ dz == £Lkj= g

J i

siendo d;; la distancia que los separa o, lo que es lo mismo, el espesor del medio dieléctrico existente
entre las superficies conductoras enfrentadas y en influencia total.

2.1 Carga eléctrica en cada disco

A partir del analisis realizado en el anterior preambulo, la resolucién de los diferentes apartados del
ejercicio es casi inmediata. En primer lugar se solicita la cantidad total de carga que habra
almancenada en cada uno de los cuatros discos conductores, en funcién del potencial a que se
encuentren como resultado, por ejemplo, de que éstos se hallen conectados a sendas fuentes que
fijan valores constantes de potencial. La carga total en cada disco sera igual a la suma de las cargas
distribuidas en su superficie.

Sidenominamos Q; a la cantidad total de carga en el disco i-ésimo, y teniendo en cuenta la discusién
previa, se tendra que

Q1= Qiz = Cnp (Vi = V) Q= C (Vi — Vo)

Q2= Qo1 + Qa = —Cia (Vi = Vo) + Cug (V2 — V) Qr=C(—Vi+3Vs—2V3)
Qs = Qa2 + Qa1 = —Cog (Vo — Vi) + Cyy (Vs — Vi) 7 Qs=C(—2Vh+3Vs—V)
Q= Qu = —Cy (Vs - Vi) Qu=C(— Vit Vi)

donde C es el parametro caracteristico del sistema, con dimensiones de capacidad eléctrica, que
depende de la geometria del mismo:

g0S Cg

=
' ) 2

2.2 Conexion de los discos. Condensador equivalente

Se procede ahora a conectar los discos “1” y “3” mediante un cable conductor, de manera que
constituyan una regién equipotencial que denominaremos “A”; también se realiza idéntica operacién
con los discos conductores “2" y “4”, para crear la region equipotencial “B”.



Obsérvese que el sistema de conductores resultante puede considerarse como un caso particular de
la configuracién general analizada en el preambulo y el apartado anterior. Se trataria de la situacién
en la cudl los valores del potencial de los cuatro discos verifican las siguientes relaciones:

Vi=V/=Vi, Vi=V/ =Vq

Si, en general, los valores de potencial V, y Vg son distintos, entre cada par de discos contiguos habra

una diferencia de potencial no nula y, en consecuencia, existira campo eléctrico en la regiones de
aire localizadas entre aquéllos. Como se discuti6 anteriormente, esto determinara la presencia de
distribuciones superficiales de carga en aquellas caras de cada disco conductor que se encuentren
enfrentadas a otro disco. Ademas, como la geometria del sistema no ha cambiado, se sequira
verificando que el campo eléctrico en la regién exterior al sistema de conductores es practicamente
nulo, por lo que las caras externas de los discos “1” y “4” seguiran descargadas. También se seguira
cumpliendo que cada par de caras enfrentadas de discos contiguos se encontraran en influencia
total, de manera que almacenaran cantidades opuestas de carga eléctrica superficial:

Q=-Q) (i=1,23 j=i+1)

Y como las secciones de los discos no han
cambiado, ni el espesor de las capas de aire que
los separan, estas nuevas cantidades de carga y
la diferencia de potencial entre los discos
sequiran verificando la misma relacién que antes
de proceder a la conexioén de los discos; es decir: E'
1o 210 g0

Crp= 22 _ = -
VISV V-V d

Clyy — Q Qy _QE{;S

vy — Vi Ve-Vi ~ d

Qy @y &S

TV VT VAV d

Pero analicemos el sistema considerandolo
formado por dos regiones conductoras, “A” y “B”,
separadas por aire. Si despreciamos la cantidad
de carga eléctrica que puediera almacenarse en
los cables de conexion, se tendra que las
cantidades totales de carga eléctrica, Qp y Qp, distribuidas en dichas regiones seran iguales a la

= te
=

suma de las cargas superficiales que hay en los correspondientes discos que las forman. Y teniendo
en cuenta la propiedad descrita anteriormente de que las cargas en superficies enfrentadas son
opuestas, se obtiene:

Qa = Qo+ Qgy + Q4 = —Qyy — Qi — Qg = —CUs

Es decir, las regiones conductoras “A” y “B” creadas al conectar los discos almacenan cantidades
opuestas de carga. Esto esto esta directamente relacionado con que dichas regiones conductoras se
hallan en influencia total pues, como justificamos anteriormente, toda linea de campo eléctrico que
parte de la regién “A” (discos “1” y “3") ha de terminar necesariamente en algin punto de la regién “B”
(discos “2" y “4"). Por tanto, los conductores “A” y “B”, separados por un dieléctrico (aire), constituyen
un condensador cuya capacidad eléctrica es igual a la relacién entre la carga almancenada en una de
las regiones conductoras, y su diferencia de potencial con la otra:

Qa s

C —_— —
AETV Ve Ve —Wa
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El valor de este parametro debe depender exclusivamente de la geométria del sistema. Para
obtenerlo, no tenemos mas que determinar el valor de la carga en el conductor “A” en funcién de la
diferencia de potencial de éste con el “B”; utilizando resultados anteriores:

Ep S
d

Qa=QL+ Q4+ Q4= (Crat Cos+ Cay) (Va—Ve) = | Cap = Cra+ Cog+ Cyy = 4

Obsérvese este resultado nos permite extraer la conclusién de que el sistema de conductores que se
obtiene al conectar los discos es un condensador eléctrico equivalente a la asociacion en paralelo de
los tres condensadores que forman los pares de superficies conductoras enfrentadas.

' 3! 5 .
- g_) / ’ r - _Qr? _Q;J (_) ! T
= - L I/-B f 2 I | v - f _."' .": EH
1( |l~2 C_*|> AI{ ‘I~4 _—; — ( | C. C —_
1 4 ’ oL B
P 0., . o: | 0:
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2.3 Diferencia de potencial maxima entre conductores

Una vez establecidas las conexiones entre los discos “1-3" y “2-4" para configurar las regiones
conductoras “A” y “B”, los campos eléctricos entre pares cada par de discos contiguos, expresados en
términos de la diferencia de potencial entre dichas regiones, seran de la forma:

B, Vi-V VA — V& k. B, - V=V _ 2 ( B — 1—’,:.) k- E, - Vi—V] _ Vi —1Vs
d d df2 d d d
Pero si los espacios interdiscos estén rellenos por un N
medio material dieléctrico, como es el caso, los E/, '
modulos o intensidad de dichos campos no pueden Al "
superar un valor critico E, por encima del cual se :
produce la ruptura dieléctrica del medio. Como los tres E'~0 >
medios son aire, se tendra: < B aa g
> aﬂl : V4
- | &
b -+ L
THLA_.;.“‘;TA_
d _d?2| d

y——

|E‘12||E ‘}| |E |.‘:Lr Eall‘ — |I _'li" | = j Emr < dﬂmr

rup rup rnp
Y teniendo en cuenta el valor del campo de ruptura del aire y del parametro d, se obtiene las

diferencia de potencial maxima que puede existir entre los conductores “A” y “B”:

Viear = ir E*T — 600V

p
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Un valor igual o superior a éste provocaria, en primer lugar, la ruptura dieléctrica ente los discos “2" y
Heyn
3"

La energia electrostatica almacenada en un sistema de conductores y dieléctricos es igual a la
semisuma del producto de las cargas almacenadas multiplicadas por el valor de los potenciales. En
el sistema bajo estudio, y tras realizar la conexion de los discos, se tendra:

4

1 1
Ue=5 > QVi  — U=5 (QuVa+Quls) =

i=1

Can (Va — Vi)

2|

En consecuencia, la existencia de un valor maximo para la diferencia de potencial entre los
conductores “A” y “B” tendra como consecuencia una limitacién en la cantidad de energia
electrostratica que puede almacenarse en el sistema. Sustituyendo los valores de d, €o, y del radio de
los discos para determinar su seccién S, se obtiene:

£y = — pF/mm i
a6 Pt e (=g 2O S

= 360pF = Cap Vi = 64.8 1)

7 J =
“ €1 max

b =

2 o 2
S=nFR =36"7mmm"

2.4 Efecto de la lamina de porcelana

En este ultimo apartado se analizan los cambios que se produce en el sistema electrostatico cuando
en la configuracién de conductores “A” y “B” se introduce una lamina dieléctrica de porcelana, cuya
constante dieléctrica y campo de ruptura tienen los valores k =7y E50 = 5.7kV/mm,

En el nuevo sistema, las caras enfrentadas de cada par de discos contiguos siguen estando en
influencia total formando, por tanto, tres condesadores planos paralelos. De hecho, los que se forman
entre los discos “1”y “2”, y “3" y “4”, incluso mantienen los mismo valores de capacidad,

pues siguen estando rellenos de aire y se mantienen el valor S del area tamano de los discos y las
distancias d de separacién. Por el contrario, la introduccién de la lamina de porcelana rellenando el
espacio de separacion entre los discos “2" y “3”, pero sin cambiar éstos ni la distancia que los separa,
produce un cambio en la capacidad de este condensador, que resulta multiplicada por un factor «:

E{} Ag
)

Chy =k Chy = 2K

Y como se mantienen conectados los discos “1” y “3", formando la regién conductora “a”, y los “2" y “4”,
para formar el conductor “B”, éstas siguen constituyendo un condensador, equivalente a la conexi6on
en paralelo de los tres condensadores planos paralelos descritos. Su capacidad eléctrica es:

=) S T 16 0 S
g = 16

= 4(..7,.\3 = 1.44nF
d i)

g =Cla+ £ Co+ Cyy =2 (1 + H.)
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Analicemos ahora el efecto de la introduccién de la lamina sobre el valor maximo de diferencia de
potencial que se puede establecer entre los conductores “A” y “B”. Recuérdese que en el anterior
apartado dicha V,,, estaba determinada por la ruptura dieléctrica entre los discos mas proximos

entre si: el “2” y el “3". Al introducir la porcelana entre ambos discos, aumentara el valor del campo de
ruptura entre ellos y, en consecuencia, la diferencia de potencial maxima aplicable. Como entre los
discos “1" y “2”, asi como entre “3” y “4”, sigue habiendo aire, se deberan cumplir las siguientes
relaciones simultaneamente:

Vi — Vg
|E},| = |Bj| = % < Era.'.r,, = Vi -Vl <d Ef:'.';] = 1.2kV
|I{a& _ -[f | W JF Yor
|E5| = JT EJ"IJ = |Vi — V| < EL.p = 1.14kV

Es decir, a pesar de haber introducido la lamina de porcelana, sigue siendo la ruptura dieléctrica
entre los discos “2” y “3" 1o que conduciona el valor maximo de diferencia de potencial, si bien éste ha
aumentado respecto del caso analizado en los anteriores apartados:

Vi — Vi| < ir EP < dEY = | Ve = 1140V

TUp rup
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1 Enunciado

Un solenoide recto de forma cilindrica y

longitud [, mucho mayor que su radio, esta
formado por N espiras distribuidas de forma
compacta que son recorridas en sentido horario
por una corriente eléctrica que crece linealmente
segun laley /() = ('t (C, constante). En un plano
paralelo a las espiras del solenoide y en el interior
de éste, se encuentra una pequena espira circular
de radio g, menor que el del solenoide. Si ala
espira le falta un pequeno trozo, de manera que
constituye un circuito abierto, ;cémo es la
tension V=V, - Vg que mediria un voltimetro

conectado a sus extremos, tal como se indica en la figura?

2 Solucidn
2.1 Campo magnético y flujo a través de la espira

Como la longitud del solenoide
cilindrico es mucho mayor que su
radio, podemos considerar que la I()
corriente eléctrica que lo recorre solo I
produce un campo apreciable en el

interior de la bobina. Ademas, puede
considerarse con buen grado de
aproximacioén que, salvo en las ]
proximidades de los extremos, dicho
campo es uniforme y paralelo al eje de

la bobina.

Tomemos a éste como eje OZ de un e
sistema de referencia cartesiano, de / 7
manera que las espiras del solenoide se
encuentren en planos paralelos

al OXYy con la corriente eléctrica

recorriéndolas en sentido horario. En

N
-

|
|

|
|
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cualquier punto del interior de la bobina, suficientemente alejado de sus
extremos, el campo magnético sera de la forma:

N N

B(t) = —pp f' Ik = | B(t)=B(t)k = —up I' Ctk

Por tanto, ésta es la expresion del campo magnético B(#), uniforme y variable

en el tiempo, que existe en el entorno de la espira abierta localizada en el
interior del solenoide.

Consideremos la circunferencia g3 coincidente con aquélla y con el gap o
discontinuidad que hay entre los extremos A y B. Como dicho salto es pequeno,
el flujo magnético a través de la espira es igual al flujo del vector B(#) en
cualquier superficie que se apoye en la circunferencia 3. Y puesto que el
campo es perpendicular al plano que contiene a la espira, tomaremos como
superficie X el circulo de radio a definido por la circunferencia g3. Se obtendr3,
por tanto:

P, |esp = [B -dS

S|y = dSk

L
A Y
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(I)m{f}Jmp = BH} /.('IS = —Hp /

2
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que, como puede comprobarse, se trata de
un flujo magnético que crece linealmente en
el tiempo.

2.2 Fuerza electromotriz inducida y tension
en el gap

En virtud de la ley de induccién, una variacién temporal del flujo magnético a
través de la espira da lugar a la aparicion de una fuerza electromotriz inducida,

N

f ma’ C =&

dd
gin{ - = - =Ml
1 i Jmp Ho

cuyo valor constante £, depende de la caracteristica C de la fuente de
intensidad que alimenta a la bobina, y de los parametros geométricos del
sistema: N, [ y a. Si la espira constituyese un circuito cerrado, dicha fuerza
electromotriz induciria una corriente eléctrica. Obsérvese que, en virtud de la
ley de Lenz, dicha corriente recorreria la espira en sentido antihorario, ya que
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la eleccion del elemento de superficie (S en sentido opuesto al campo
magnético, da lugar a un flujo negativo magnético cuyo valor absoluto crece en
el tiempo. Sin embargo, al presentar la espira un corte o gap entre los

puntos Ay B, la intensidad de corriente es nula, induciéndose una

tensién V4 - Vg entre dichos puntos.

Para deteminar la relacién de ésta con R
la fuerza electromotriz inducida,
construimos un modelo circuital para
la espira abierta: consiste éste en un
circuito abierto formado por una
resistencia R, €N serie con un

generador ideal. Aquélla modela la
resistencia eléctrica del anillo
conductor, mientras que la fuerza
eléctromotriz del generador sera igual
a la £, inducida por la variacién del flujo magnético a través de la espira, ya que
la espira no esta conectada a fuente o dispositivo real alguno.

Obsérvese que si entre los extremos A y B de la espira se colocase un medio
ohmico que permitiese el paso de corriente eléctrica, el sentido de ésta seria
del extremo A hacia el B. En consecuencia, el circuito debe construirse de
manera que los polos P y N del dispositivo que modela a la fuerza electromotriz
estén conectados, respectivamente, a los extremos Ay B de la espira. Como en
la resistencia no se produce caida de tension alguna, ya que la intensidad de
corriente es nula, se tendra que la senal de tensién entre los extremos de la
espira coincide con la fuerza electromotriz inducida por la variacién del flujo
magnético a través de aquélla. Por tanto, la senal de tensién V medida por el
voltimetro conectado entre dichos extremos, es una diferencia de potencial
(constante en el tiempo) positiva de valor &

N
A=Ve=Vp-Vy=8&mu = V=Vi-Ve=E=m f

2
Ta-



http://laplace.us.es/wiki/index.php/Archivo:Tension_inducida_2.gif

Voltaje inducido en espira alrededor de un solenoide
(F2GIA)

De Laplace

1 Enunciado

Un solenoide de longitud i = 30 ¢m y diametro
2a = 1 cm, esta formado por N = 600 espiras
paralelas, que se enrollan de manera compacta
sobre la superficie de un cilindro de hierro cuya
permeabilidad relativa es K, ~ 5000. Una anilla
conductora filiforme rodea al solenoide, estando
contenida en un plano perpendicular al eje del 7
mismo y lejos de sus extremos. A la anilla le falta un I( f]—("f(i:\ ¢ xN=600
pequeno trozo, de manera que constituye un ~—/

circuito abierto. Si por el conductor del solenoide se

hace pasar una corriente cuya intensidad crece linealmente segun la ley I(t) = Ct, con C' = 10 mA /s.
¢{Qué tensién se medird entre los extremos abiertos de la anilla?

2 Solucion

Una corriente eléctrica de intensidad I que recorre una bobina rellena de un material
ferromagnético, formada por N espiras perpendiculares a su eje longitudinal y en la que es posible
aplicar la aproximacion de bobina larga (k > 2a), crea un campo magnético cuya expresion en todo
el espacio es:

'Ltu(f)
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K, 3 I'k = Biy(t); en el interior de la bobina
B(r) ~
0; en el exterior de la bobina

donde K,,, = 1 + x,,, es la permeabilidad magnética relativa del material ferromagnético cuando éste

presenta un comportamiento lineal; como se recordarg, esto ocurre si el campo magnetizante no es
lo suficientemente intenso como para que el material alcance la imanacién de saturacién, de
manera que el ferromagnético se comporta como un paramagnético de alta permeabilidad.

La anterior expresion es cierta tanto para corrientes estacionarias como variables, siempre que
éstas no cambien muy rapidamente. Y suponeniendo que esta condicién se verifica en el sistema
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analizado, se tendra que en el interior del solenoide existira un campo magnético practicamente
uniforme y variable en el tiempo, segun la ley:

_ EnmoN o0 KnpmNC

n L h k

Bi()
Este campo fluye a través de toda superficie abierta X, cuyo contorno coincida con la espira
filiforme g% que rodea al solenoide. Para calcular el valor de dicho flujo tomaremos la superficie
delimitada por la espira y que esta contenida en su mismo plano, de manera que la direccién del
campo es perpendicular a dicha superficie en todos sus puntos (dS = d.S k). Por otra parte, el
campo magnético so6lo va a ser no nulo en el interior del solenoide, por lo que sélo habra
contribuciones al flujo magnético en la seccién circular S de la bobina con ferromagnético. Y como
el campo magnético en el interior es uniforme y la seccién S es un circulo de radio g, se tendra...
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En virtud de la ley de induccién electromagnética, en la espira conductora §y; se inducira una
fuerza electromotriz, la cual tendra un valor constante mientras en el solenoide exista la
corriente I(t) que genera el campo magnético de variacioén lineal en el tiempo.

End] d(I)mJ Ko po N C ma®
ind | — — - —
at |, h

Como no hay generadores conectados {3}, ésta es la Ginica f.e.m. que podria producir el movimiento
de cargas eléctricas. Sin embargo, como le falta un trozo y constituye un circuito abierto, dicha
fuerza electromotriz coincide con el voltaje o tensién que se puede medir entre los extremos Ay B.
Sustituyendo los valores de los parametros geométricos y eléctricos que se proporcionan en el
enunciado, y teniendo en cuenta que i, = 47 x 1077 H/m, se obtiene:

- T a2
V=Vy-Vg=—&ndlox = Km#ﬂi: ¢’ ma =72 x 107V 10V

2.1 Anexo: f.e.m. inducida y tensién en los extremos de la espira

Recordemos como se obtenia la relacién entre la fuerza electromotriz inducida en la espira abierta
y la senial de tension que se puede medir entre sus extremos. En cada punto P’ del circuito g3
podemos definir una fuerza general que actia sobre cada carga eléctrica puntual. Esta sera igual a
la fuerza de Lorentz mds una posible fuerza no eléctrica definida sélo en el interior de los
generadores y que es responsable del movimiento de las cargas en sentido contrario al campo
eléctrico. El trabajo que por unidad de carga habria de realizar esta fuerza para que las cargas
puntuales completasen un circuito es, por definicién, la fuerza electromotriz total en el circuito, y
que serd igual a la suma de la inducida mas la del (los) posible(s) generadore(s) conectados:
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Flpeon = q[B(r) + v X B(r)|+gE'(Y) == ot lox = jfﬁ [E+ v x B+ E'-dr’ = [Eind + Egenl 55
o

La espira del sistema bajo estudio permanece en reposo; es oy
decir, su velocidad es nula en todo instante por lo que sélo la drys
variacién del campo magnético contribuira a la fuerza :
electromotriz inducida. Ademas, no hay generadores
conectados a la espira por lo que, tanto E’/ como &4, son nulos
también. En consecuencia, la f.e.m. inducida por la variaciéon del
flujo magnético a través de la superficie delimitada por la espira,
va a ser igual a la circulacién del campo eléctrico a lo largo de - -

dicho circuito: soe- Bm[(l_)

——V+ A
Einalox = —d(I)mJ = ﬁ\ E-dr B
= ax

dt

Hay que senalar que el sentido adoptado para medir o calcular la circulacién del campo eléctrico
en el circuito @y esta vinculado al sentido en que se calcula o mide el flujo magnético a través de
la superficie ¥, segun el criterio del triedro directo. Dicha circulaciéon podemos descomponerla en
dos términos: uno desde el extremo A hasta el B, a lo largo del conductor filiforme que constituye la
espira abierta, y otro desde B hasta A, a través del gap o trozo de circuito sin conductor. Obsérvese
que, segun la ley de Ohm, el campo eléctrico en el conductor filiforme debe ser proporcional al
vector densidad volumeétrica de corriente. Pero si la espira esta abierta, no puede haber corrientes
circulando por ella y, por tanto, dicho vector debe ser nulo en todos los puntos. Por otra parte, la
circulacién del campo eléctrico desde el extremo A hasta el B por el exterior de la espira es
precisamente la medida que efectuaria un voltimetro conectado entre dichos extremos: es decir,

B A B e d®,,
ﬁ E-dr' = / E-dr’—i—/ E-dr' = f (J/o)-dv' + V-V, = V=V,-Vg=—-Ena= J
gz Alesp) Blext) A dt ¥
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